
书书书

第４３卷　第１２期

２０１６年１２月

湖 南 大 学 学 报 （自 然 科 学 版 ）

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＨｕｎａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ）

Ｖｏｌ．４３，Ｎｏ．１２

Ｄｅｃ．２０１６

文章编号：１６７４２９７４（２０１６）１２００７１０５

一维六方准晶中界面裂纹与位错的交互作用

肖万伸，欧阳成，张春雨

（湖南大学 机械与运载工程学院，湖南 长沙　４１００８２）

　　摘　要：应用复变函数的方法，研究了一维六方准晶双材料中单个圆弧形夹杂界面裂纹

与基体中螺型位错之间的交互作用问题，求得了该问题的封闭形式解．当界面裂纹消失时，

所得的退化结果与已有文献一致．导出了位错在圆外无限大区域中的任意位置时，界面裂纹

尖端应力强度因子的表达式．数值结果表明，随着位错距离界面裂纹的位置越来越远，裂纹

尖端应力强度因子的值越来越小；随着界面裂纹开口角度的增大，裂纹尖端应力强度因子的

值先增大后减小．
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　　１９８４年，Ｓｈｅｃｈｔｍａｎ等人发现准晶．一直以来，

准晶以其独特的物理力学性能和未来良好的应用前

景，使其无论是在理论研究还是在实验观察方面，都

吸引着广大研究者的关注［１－５］．然而，准晶复合材料

中的缺陷问题，如位错、裂纹、夹杂等会极大地影响

到材料的力学性能．

近些年来，越来越多的科研人员开始研究准晶中

的缺陷问题．Ｆａｎ等
［６］应用复变函数的方法研究了

一维六方准晶中运动的 Ｇｒｉｆｆｉｔｈ裂纹问题；Ｗａｎｇ

等［７］研究了十次准晶中半无限裂纹与刃型位错的
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干涉效应问题，并求得了裂纹尖端的应力强度因子

和应变能释放率的表达式；Ｈｕ等
［８］研究了一维六

方准晶中螺型位错与圆形夹杂的弹性干涉问题，并

揭示了位错力与相位子场弹性常数和声子场 相位

子场耦合弹性常数之间的变化规律．这些研究大多

是针对单一缺陷问题或者单一准晶材料中的缺陷问

题，对于准晶复合材料中缺陷之间的干涉效应问题，

报道的比较少．

本文研究了一维六方准晶双材料中单个圆弧形

界面裂纹与基体中螺型位错之间的交互作用问题．

运用复变函数的解析延拓技术与奇性主部分析方

法，获得了该问题的封闭形式解．在得到界面裂纹尖

端应力强度因子的表达式后，讨论了裂纹尖端应力

强度因子分别与裂纹开口角度、位错相对位置的变

化规律．

１　问题的描述与求解

在一维六方准晶中，当缺陷（位错、裂纹）的几何

特征沿准周期方向（狕轴）无变化时，其弹性问题可

分解为２个相互独立的问题
［９］．第一个问题是经典

弹性问题，已被充分研究过．因此我们仅讨论第二个

反平面声子场 相位子场耦合问题，于是有：

σ狔狕 ＝σ狕狔 ＝２犆４４ε狔狕＋犚３ω狔狕，

σ狓狕 ＝σ狕狓 ＝２犆４４ε狓狕＋犚３ω狓狕．
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如图１所示，弹性常数为犆
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犆
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４４ ，犚
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（２）
２ 的２种准晶材料分别占有圆内区

域犛＋ 和圆外无限大区域犛－ ．假设在圆外无限大区

域犛－ 中的任意位置狕０ 处存在一个螺型位错，而且

它的Ｂｕｒｇｅｒｓ矢量为 （０，０，犫狕，犫⊥）．在２种介质的

交界面上，犔′ 段有一条关于狓轴对称的圆弧形裂纹

犪犫，且端点犪＝犚ｅ－
ｉα ，犫＝犚ｅ

ｉα ；犔段拼接完好，位

移和应力连续．上标“１”和“２”分别表示介质１＃ 和

２＃ ．

在一维六方准晶中，反平面声子场 相位子场的

耦合问题可以化成２个调和方程的求解
［９］，即
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图１　圆弧形界面裂纹与螺型位错交互作用模型

Ｆｉｇ．１　Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｏｆｃｉｒｃｕｌａｒｉｎｔｅｒｆａｃｉａｌｃｒａｃｋ

ａｎｄｓｃｒｅｗｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ

设犉犼（狕）＝犳
′
犼（狕），犌犼（狕）＝犵

′
犼（狕），由奇性分析

可知２个区域的复势函数为：

犉１（狕）＝犇０‖ ＋犉１０（狕），

犌１（狕）＝犇０⊥ ＋犌１０（狕），狕∈犛
＋．

（１０）
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式中：犇０‖ ，犇０⊥ 为复常数；犉１０（狕），犌１０（狕）和

犉２０（狕），犌２０（狕）在各自区域内全纯．

把式（８）（９）用极坐标的形式表示，有

σ
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在２种介质的交界面犔′ 段上，由于圆弧形裂纹

存在，所以没有面力作用，即
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由式（１２）（１３）（１４），同时考虑式（７）可得：
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根据推广的Ｓｃｈｗａｒｚ延拓原理，并考虑到式（１５）

（１６）可得：

犉２（狕）＝
犫狕
２πｉ
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式中：犕（狕）＝
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＋
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 －

１

狕
，狕 ＝

犚２

珔狕０
，且

犉２０（狕），犌２０（狕）在沿犔割开的全平面全纯．

同理可得：
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由式（１９）（２０）可知，在狕→ "

邻域内：
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对于整个圆周交界面来说，圆内区域犛＋ 和圆外

无限大区域犛－ 两侧的应力相等，即
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根据推广的Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ定理，同时考虑到式（１７）

（１８）（２１）（２２），那么在全平面上有
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在２种介质的交界面犔２ 段上，满足位移连续性

条件，则
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式（２７）两边分别对α微分后，可得
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狋犌 （狋）１－狋犌１（狋［ ］） ＋
＝ 狋犌 （狋）２－狋犌２（狋［ ］） －，狋∈犔．

（２８）

即

犉＋１（狋）＋犉
－
１（狋）＝犉

＋
２（狋）＋犉

－
２（狋），

犌＋１（狋）＋犌
－
１（狋）＝犌

＋
２（狋）＋犌

－
２（狋），狋∈犔． （２９）

综合考虑式（２５）（２６）（２９），可以得到

犉＋１（狋）＋犉
－
１（狋）＝

犆
（２）
４４ （犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－犚

（２）
３ （犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３［ ］）犫狕

πｉ
（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２

烅

烄

烆
＋

（犓
（１）
２ 犚

（２）
３ －犚

（１）
３ 犓

（２）
２ ）
犫⊥
πｉ

（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）
烍

烌

烎
２

犕（狋）．

（３０）

犌＋１（狋）＋犌
－
１（狋）＝

（犚
（１）
３ 犆

（２）
４４ －犆

（１）
４４犚

（２）
３ ）

犫狕

πｉ
（犚
（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２
－（犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）

烅

烄

烆
＋

犚
（２）
３ （犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）－犓

（２）
２ （犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４［ ］）犫⊥

πｉ
（犚
（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２
－（犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２

烍

烌

烎）
犕（狋）．

（３１）

则圆内区域犛＋ 和圆外无限大区域犛－ 的声子场

和相位子场复势函数的封闭形式解答为

犉１（狕）＝－
１

（狕－犪）（狕－犫槡 ）
×

犆
（２）
４４ （犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－犚

（２）
３ （犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３［ ］）犫狕

２πｉ
（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２

烅

烄

烆
＋

（犓
（１）
２ 犚

（２）
３ －犚

（１）
３ 犓

（２）
２ ）
犫⊥
２πｉ

（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）
烍

烌

烎
２

×

（狕０－犪）（狕０－犫槡 ）

狕－狕０
＋

（狕 －犪）（狕 －犫槡 ）

狕－狕
－
犚
狕
＋［ ］１ ．

（３２）

犌１（狕）＝－
１

（狕－犪）（狕－犫槡 ）

（犚
（１）
３ 犆

（２）
４４ －犆

（１）
４４犚

（２）
３ ）

犫狕
２πｉ

（犚
（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２
－（犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）

烅

烄

烆
＋

犚
（２）
３ （犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）－犓

（２）
２ （犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４［ ］）犫⊥

２πｉ
（犚
（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２
－（犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２

烍

烌

烎）
×

（狕０－犪）（狕０－犫槡 ）

狕－狕０
＋

（狕 －犪）（狕 －犫槡 ）

狕－狕
－
犚
狕
＋［ ］１ ．

（３３）

犉２（狕）＝
犫狕
２πｉ
（ １

狕－狕０
＋

１

狕－狕
－
１

狕
）＋

犆
（１）
４４ （犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－犚

（１）
３ （犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３［ ］）犫狕

２πｉ
（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２

烅

烄

烆
＋

（犚
（１）
３ 犓

（２）
２ －犓

（１）
２ 犚

（２）
３ ）
犫⊥
２πｉ

（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）
烍

烌

烎
２

×

１

（狕－犪）（狕－犫槡 ）
×

（狕０－犪）（狕０－犫槡 ）

狕－狕０
＋

（狕 －犪）（狕 －犫槡 ）

狕－狕
－
犚
狕
＋［ ］１ ．

（３４）

犌２（狕）＝
犫⊥
２πｉ
（ １

狕－狕０
＋

１

狕－狕
－
１

狕
）＋

（犆
（２）
４４犚

（１）
３ －犆

（１）
４４犚

（２）
３ ）

犫狕
２πｉ

（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

烅

烄

烆
２

＋

３７
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犓
（１）
２ （犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）－犚

（１）
３ （犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３［ ］）犫⊥

２πｉ
（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）
烍

烌

烎
２

×

１

（狕－犪）（狕－犫槡 ）
×

（狕０－犪）（狕０－犫槡 ）

狕－狕０
＋

（狕 －犪）（狕 －犫槡 ）

狕－狕
－
犚
狕
＋［ ］１ ．

（３５）

当α＝０时，即界面裂纹消失时，得到的一维六

方准晶双材料中螺型位错与界面无裂纹的圆形夹杂

的干涉解答与已有文献一致［８］．

２　裂纹尖端的应力强度因子

裂纹尖端的应力强度因子是评价材料力学性能的

重要参数，而准晶中存在声子场和相位子场２个应力

强度因子，犓‖
３ 表示声子场的应力强度因子，犓⊥

３ 表示

相位子场应力强度因子．为了计算本文中圆弧形界面

裂纹端点犫的应力强度因子，作如下变换
［１０］：

狕＝ω（犣）＝ｉｅ
ｉα（犣－ｉ犚－

１

２
犚ｓｉｎ２α）． （３６）

于是，犣平面上狓轴与裂纹线相切于端点犫１ （狕平

面上犫的对应点），且犫１ ＝
１

２
犚ｓｉｎ２α，则

犓‖３ ＝ ２槡π×

ｌｉｍ
犣→犫１

犣－犫槡 １ｅ
ｉα｛犆

（１）
４４犉１ ω（犣［ ］）＋犚

（１）
３ 犌１ ω（犣［ ］）｝ ．

（３７）

犓⊥３ ＝ ２槡π×

ｌｉｍ
犣→犫１

犣－犫槡 １ｅ
ｉα｛犚

（１）
３ 犉１ ω（犣［ ］）＋犓

（１）
２ 犌１ ω（犣［ ］）｝ ．

（３８）

将式（３２）（３３）分别代入式（３７）（３８），可得

犓‖３ ＝
ｅ
ｉα
２

π犚ｓｉｎ槡 α
×

犆
（１）
４４ 犆

（２）
４４ （犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－犚

（２）
３ （犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３［ ］）犫狕

（犚
（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２
－（犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）｛ ＋

犆
（１）
４４ （犓

（１）
２ 犚

（２）
３ －犚

（１）
３ 犓

（２）
２ ）犫⊥

（犚
（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２
－（犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）

＋

犚
（１）
３ （犚

（１）
３ 犆

（２）
４４ －犆

（１）
４４犚

（２）
３ ）犫狕

（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２＋

犚
（１）
３ （犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）犚

（２）
３ －（犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）犓

（２）［ ］２ 犫⊥
（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ） ｝２ ×

（狕０－犪）（狕０－犫槡 ）

犫－狕０
＋

（狕 －犪）（狕 －犫槡 ）

犫－狕
－ｅ

－ｉα＋［ ］１ ．

（３９）

犓⊥３ ＝
ｅ
ｉα
２

π犚ｓｉｎ槡 α
×

犚
（１）
３ 犆

（２）
４４ （犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－犚

（２）
３ （犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３［ ］）犫狕

（犚
（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２
－（犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２

｛ ）＋

犚
（１）
３ （犓

（１）
２ 犚

（２）
３ －犚

（１）
３ 犓

（２）
２ ）犫⊥

（犚
（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２
－（犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）

＋

犓
（１）
２ （犚

（１）
３ 犆

（２）
４４ －犆

（１）
４４犚

（２）
３ ）犫狕

（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）

２＋

犓
（１）
２ （犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ）犚

（２）
３ －（犆

（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）犓

（２）［ ］２ 犫⊥
（犆
（１）
４４ ＋犆

（２）
４４ ）（犓

（１）
２ ＋犓

（２）
２ ）－（犚

（１）
３ ＋犚

（２）
３ ） ｝２ ×

（狕０－犪）（狕０－犫槡 ）

犫－狕０
＋

（狕 －犪）（狕 －犫槡 ）

犫－狕
－ｅ

－ｉα
＋［ ］１ ．

（４０）

应用 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ等计算可知，犓‖
３ 和犓

⊥
３ 均为

实数值．

３　数值分析与讨论

式（３９）和（４０）可以退化为几个典型的例子，比如

圆形晶体夹杂与准晶基体，圆形准晶夹杂与晶体基

体．这里，我们讨论圆形晶体夹杂与准晶基体的单个

圆弧形界面裂纹问题．于是，有犚
（１）
３ ＝犓

（１）
２ ＝０，再

令狕０ ＝狓０ ，则由式（３９）可得：

犓‖３ ＝
ｅ
ｉα
２

π犚ｓｉｎ槡 α

犆
（１）
４４ （犆

（２）
４４犓

（２）
２ －犚

（２）
３ 犚

（２）
３ ）犫狕

犚
（２）
３ 犚

（２）
３ －犆

（１）
４４犓

（２）
２ －犆

（２）
４４犓

（２）
２

×

（狕０－犪）（狕０－犫槡 ）

犫－狕０
＋

（狕 －犪）（狕 －犫槡 ）

犫－狕
－ｅ

－ｉα
＋［ ］１ ．

（４１）

对犓‖
３ 进行无量纲化，于是犓３ ＝ π槡犚

犆
（１）
４４犫狕
犓‖
３
，

即

犓３ ＝
ｅ
ｉα
２

ｓｉｎ槡 α

（犆犓－犚犚）
（犚犚－犓－犆犓）

（β－ｅ
－ｉα）（β－ｅ

ｉα槡 ）

ｅｉα－β
［ ＋

（β
－１
－ｅ

－ｉα）（β
－１
－ｅ

ｉα槡 ）

ｅｉα－β
－１ －ｅ

－ｉα
＋ ］１ ．

式中：犆＝
犆
（２）
４４

犆
（１）
４４

，犓＝
犓
（２）
２

犆
（１）
４４

，犚＝
犚
（２）
３

犆
（１）
４４

．犓３是关于裂

纹开口角度α及位错相对位置β＝
狓０
犚
的函数．为了

不失一般性，可令犆＝０．９，犚＝０．８，
犚
犓
＝１．１．

图２给出了当α取不同值时，无量纲应力强度因

子犓３ 随位错相对位置β变化的数值曲线图．从图２

中可以得出，随着β逐渐增大，即位错逐渐远离界面

裂纹的时候，应力强度因子犓３ 逐渐减小．这是因为

当α不变时，随着β的增大，位错离裂纹尖端就越

远，那么它对裂纹尖端的影响自然就越小，所以应力

４７
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强度因子就跟着逐渐减小．

图３给出了当β取不同值时，无量纲应力强度因

子犓３ 随裂纹开口角度α变化的数据曲线图．从图３

中可以得出，随着α逐渐增大，应力强度因子犓３ 先

在一定范围内急剧增大并且达到最大值，然后再逐

渐减小；并且随着β逐渐减小，应力强度因子达到的

最大值更大．这是因为裂纹越长（α越大）则犓３ 越

大；位错距离裂纹尖端越近（β越小），犓３也越大．但

从图１可见，α越大则狓轴上的位错距裂纹尖端越

远（β越大），因此存在一组（α，β）值使裂尖应力强

度因子达到最大值．

β
图２　应力强度因子犓３ 随β的变化

Ｆｉｇ．２　Ｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒ犓３

ｖｅｒｓｕｓβｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔα

α

图３　应力强度因子犓３ 随α的变化

Ｆｉｇ．３　Ｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒ犓３

ｖｅｒｓｕｓαｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔβ

４　结　论

本文研究了一维六方准晶双材料中单个圆弧形

夹杂界面裂纹与基体中螺型位错之间的交互作用问

题．运用复变函数的解析延拓技术与奇性主部分析

方法，获得了该问题的封闭形式解．当界面裂纹消失

时，所得的退化结果与已有文献一致．

在得到界面裂纹尖端应力强度因子的表达式后，

讨论了圆形晶体夹杂与准晶基体的单个圆弧形界面

裂纹的应力强度因子分别与裂纹开口角度、位错相

对位置的变化规律．随着位错距离界面裂纹的位置

越来越远，裂纹尖端应力强度因子的值越来越小；随

着界面裂纹开口角度的增大，裂纹尖端应力强度因

子的值先增大后减小，即存在一个特定的裂纹开口

角度，使得应力强度因子的值达到最大值．
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