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摘 要：以矩形板的 Navier解为基础，采用带补充项的傅里叶级数作为挠度函数，研究了
局部均布荷载作用下四边支承矩形薄板的弯曲问题.推导了确定待定系数的线性代数方程
组，给出了简支边和固支边不同组合条件下的统一计算公式.讨论了带补充项法级数解的收
敛速度，并与叠加法级数解及有限元数值解分别进行了精度和计算量的对比. 结果表明，带
补充项法的级数解达到收敛的级数项数约为 40项. 带补充项法的级数解与叠加法级数解
具有同样的求解精度.有限元解随网格的细分，计算结果逐渐接近级数法解.级数解法的计
算量与有限元解法相比是微不足道的.研究成果适于进行构筑物顶板受局部均布荷载作用的
结构计算.
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Abstract：On the basis of Navier’s solution to rectangular plates, the bending problem was studied for the four
edges supported thin plates under local uniformly distributed load, where the double Fourier series with additional
terms was adopted as the deflection function of the plates. Linear algebraic equations for solving the undetermined co原
efficients were derived. A unified solution was obtained to the rectangular plates with clamped and simply supported
edges. The rate of convergence was discussed on the solution of the series method with additional terms. The proposed
method was compared both with superposition series method on accuracy, and with finite element numerical method
on computational cost. The results show that 40 terms should be employed for a convergence of the series. The method
with additional terms shows the same accuracy of solution as superposition series method does. The solution by finite
element method gradually approaches that by the series method as the mesh gets finer and finer. In comparison with
finite element method, the computational time by the series method is negligible. This work is applicable for structural
analysis of the top plates of underground buildings under truck wheel pressure.
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杨成永等：局部均布荷载作用下四边支承矩形板的内力计算

地铁、热力和燃气等地下工程中，地下构筑物的

顶板多为四边支承的薄板，板上常承受局部均布荷

载如汽车轮压作用.为了确定像汽车轮压这类荷载
在板内产生的最大挠度和内力，需要进行任意位置

局部均布荷载作用下挠度和内力的计算.
对四边支承的矩形薄板问题，可以从四边简支

板的 Navier解出发，采用叠加方法[1-2]或加补充项的
方法 [3 -4]解决 . 如：蔡长安等 [5 -6]以带附加补充项的
Fourier级数作为挠度函数，求解了 Winkler地基及
Pasternak地基上自由边矩形板的弯曲问题.许琪楼
等[7-8]采用一种能满足自由角点条件的挠度表达式，
解决了二邻边支承二邻边自由矩形板和二邻边及

对角点支承矩形板的弯曲问题. 他们还采用叠加方
法[9-10]，提出了四边支承矩形板及一边固定一角点或
二角点支承的矩形板的统一求解方法.岳建勇等[11-12]

采用一种双三角级数形式的挠度函数，得到了三边

固定一边自由及两对边固定两对边自由矩形板的精

确解.钟阳等 [13]在辛几何空间中利用分离变量法推
导出了四边固支弹性矩形薄板的精确解析表达式.
于天崇等[14]假定矩形板的抗弯刚度沿板的宽度方向
按照一般幂函数形式变化，研究了四边简支一对边

受弯作用下面内变刚度矩形板的弯曲问题.肖闪闪
等[15]采用载荷叠加法研究了集中载荷下四边固支正
交各向异性矩形板的线性弯曲，并讨论了经典

Kirchhoff薄板假设对于集中载荷的适用性.
可以看出，目前已有的研究成果中，叠加方法应

用较多.而补充项的方法公式简单，能够对各种边界
条件进行统一处理.

既有研究工作存在以下不足：1）没有直接给出
局部均布荷载作用下四边支承板内力计算公式，致

使工程技术人员在实践中对级数解的研究成果难以

利用. 2）对级数解的收敛速度讨论不充分，不清楚究
竟需要取多少项级数才能满足精度要求. 3）级数解
与有限元数值解在计算精度和速度方面没有进行仔

细对比.不了解两种解法在精度上能达到多高的吻
合程度；不清楚级数解法的计算速度比有限元法具

体快多少.
为了探讨上述问题，本文采用补充项方法进行

四边支承板计算，提出了挠度及弯矩的计算公式；讨

论了解法的收敛速度，并与既有文献进行了求解结

果正确性的验证；最后与有限元数值结果在求解精

度和计算量上进行了对比.

1 微分方程及右端荷载

采用图 1所示的坐标系.图中 a、b 为板的长度
和宽度，m；x0、y0为局部均布荷载中心的坐标，m；c、d
为局部均布荷载的分布长度和宽度，m.

y

xax0o

y0

b

c

图 1 受局部均布荷载作用的矩形板
Fig.1 A rectangular plate under locally

uniformly distributed load

板变形的基本微分方程为：

D 2 2 w（x，y）= q（x，y）. （1）
式中： 2 为拉普拉斯算子， 2 = 坠2

坠x2 + 坠2
坠y2 ；D为板

的抗弯刚度，D = Eh3
12（1 - 滋2）；h为板的厚度，m；E为

板的弹性模量，kPa；滋为板的泊松比.
为了对公式（1）按傅里叶级数法求解，对其右端

荷载 q（x，y）进行傅里叶级数展开为：

q（x，y）=
肄

i = 1
移 肄

j = 1
移q ij sin i仔x

a sin j仔y
b . （2）

对局部均布荷载，公式（2）中的傅里叶系数 q ij

为（参见文献[1]第 111页上的公式（a））[1]：

q ij = 16q0仔2ij sin i仔x0
a sin j仔y0

b sin i仔c2a sin j仔d2b ，

i，j = 1，2，3，… （3）
式中：q0为局部均布荷载，kPa.

2 挠度和弯矩计算

对不同支承条件下的矩形板，文献[3]给出了带
补充项的挠度表达式.针对本文的四边支承矩形板，
有简化的挠度表达式为：

w（x，y）=
肄

i = 1
移 肄

j = 1
移wij sin i仔x

a sin j仔y
b +

1
D

肄

j = 1
移fj（x）sin j仔y

b + 1
D

肄

i = 1
移fi（y）sin i仔x

a . （4）
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式中：

fj（x）= 16a（A j -Bj）x3- 12 A j x2+ a6（2A j +Bj）x；（5）
fi（y）= 16b（Ci -Di）y3- 12 Ci y2+ b6（2Ci +Di）y. （6）
公式（4）中 wij 为挠度的傅里叶系数，按文献[3]，

其表达式为：

wij = 1
D仔4

1
（琢2

i + 茁2
j）2 伊

[- 2仔茁2
j

i （2+茁2
j

琢2
i
）（A j +（-1）i+1Bj）-

2仔琢2
i

j （2+琢2
i

茁2
j
）（Ci +（-1）j+1Di）+q ij] . （7）

式中：琢i = i
a ；茁j = j

b .
公式（5）（6）及（7）中 A j、Bj、Ci、Di 分别为左边（x

= 0边，参见图 1）、右边（x = a边）、前边（y = 0边）、后
边（y = b 边）法向弯矩正弦级数的待定系数. 4个边
上法向弯矩正弦级数的表达式为：

Mx（0，y）=
肄

j = 1
移A j sin j仔y

b ；

Mx（a，y）=
肄

j = 1
移Bj sin j仔y

b ；

My（x，0）=
肄

i = 1
移Ci sin i仔x

a ；

My（x，b）=
肄

i = 1
移Di sin i仔x

a .

扇

墒

设设设设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设设设设

（8）

由公式（4），有任意点处 x方向的弯矩为：

Mx = -D 坠2 w坠x2 + 滋 坠2 w坠y2蓸 蔀 =

D仔2
肄

i = 1
移 肄

j = 1
移（琢2

i +滋茁2
j）wij sin i仔x

a sin j仔y
b -

肄

j = 1
移 1

a（A j-Bj）x-A j蓘 蓡-滋仔2茁2
j fj（x）嗓 瑟 sin j仔y

b +
肄

i = 1
移 仔2琢2

i fi（y）-滋 1
b（Ci-Di）y-Ci蓘 蓡嗓 瑟 sin i仔x

a .
（9）

y方向的弯矩为：

My = -D 坠2 w坠y2 + 滋 坠2 w坠x2蓸 蔀 =

D仔2
肄

i = 1
移 肄

j = 1
移（茁2

j +滋琢2
i）wij sin i仔x

a sin j仔y
b -

肄

i = 1
移 1

b（Ci-Di）y-Ci蓘 蓡-滋仔2琢2
i fi（y）嗓 瑟 sin i仔x

a +
肄

j = 1
移 仔2茁2

j fj（x）-滋 1
a（A j-Bj）x-A j蓘 蓡嗓 瑟 sin j仔y

b .
（10）

3 待定系数的确定

公式（5）~（10）中待定系数 A j、Bj、Ci、Di需要根据

板边的支承条件确定.由于 A j、Bj、Ci、Di分别为左边、

右边、前边及后边法向弯矩正弦级数的待定系数，因

此当板的某边为简支边时，按公式（8）可知，相应的
待定系数取为 0.某边为固支时，按如下方法计算待
定系数.

当板左边（x = 0边）为固支时，由式（4）在 x = 0
处取 w对 x的偏导数：

坠w坠x x=0 =
肄

j = 1
移 肄

i = 1
移 i仔

a wij sin j仔y
b +

肄

j = 1
移 a6D（2A j+Bj）蓘 蓡 sin j仔y

b +
肄

i = 1
移 i仔

Da fi（y）.
（11）

把式（6）中的 y、y2、y3也展成正弦级数：

y = 2b仔
肄

j = 1
移（-1）j+1

j sin j仔y
b ， （12）

y2 = 2b2
仔3

肄

j = 1
移（-1）j 2

j3 - 仔2
j蓸 蔀- 2

j3蓘 蓡 sin j仔y
b ，（13）

y3 = 2仔3
肄

j = 1
移（-1）jb3 6

j3 - 仔2
j蓸 蔀 sin j仔y

b . （14）
把式（12）（13）（14）代入式（6）再代入式（11）有：
坠w坠x x=0=

肄

j = 1
移[ 肄

i = 1
移 i仔

a wij + a6D（2A j +Bj）+
2b2

D仔3j3
肄

i = 1
移（Ci +（-1）j+1Di）i仔

a ]sin j仔y
b . （15）

固支边处板的倾角为 0.令式（15）右端为 0有：
仔
a

肄

i = 1
移iwij + a6D（2A j +Bj）+

2b2
D仔2 j3a

肄

i = 1
移i（Ci +（-1）j+1Di）= 0. （16）

把式（7）代入式（16），最终得关于待定系数 A j的

方程为：
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b6（2Ci + Di）- 2琢2
i仔2 b

肄

j = 1
移 1
（琢2

i + 茁2
j）2（2 + 琢2

i

茁2
j
）（Ci +（-1）j+1Di）+

2i仔2a2b

肄

j = 1
移 j
（琢2

i + 茁2
j）2（A j +（-1）i+1Bj）+ 1仔3b

肄

j = 1
移 j
（琢2

i + 茁2
j）2 qij = 0. （18）

- a6（A j + 2Bj）- 2茁2
j仔2 a

肄

i = 1
移 （-1）i

（琢2
i + 茁2

j）2（2 + 茁2
j

琢2
i
）（A j +（-1）i+1Bj）+

2j仔2ab2
肄

i = 1
移 （-1）i i
（琢2

i + 茁2
j）2（Ci +（-1）j+1Di）+ 1仔3a

肄

i = 1
移 （-1）i i
（琢2

i + 茁2
j）2 q ij = 0. （19）

- b6（Ci + 2Di）- 2琢2
i仔2 b

肄

j = 1
移 （-1）j

（琢2
i + 茁2

j）2（2 + 琢2
i

茁2
j
）（Ci +（-1）j+1Di）+

2i仔2a2b

肄

j = 1
移 （-1）j j
（琢2

i + 茁2
j）2（A j +（-1）i+1Bj）+ 1仔3b

肄

j = 1
移 （-1）j j
（琢2

i + 茁2
j）2 qij = 0. （20）

a6（2A j + Bj）- 2茁2
j仔2 a

肄

i = 1
移 1
（琢2

i + 茁2
j）2（2 + 茁2

j

琢2
i
）（A j +（-1）i+1Bj）+

2j仔2ab2
肄

i = 1
移 i
（琢2

i + 茁2
j）2（Ci +（-1）j+1Di）+ 1仔3a

肄

i = 1
移 i
（琢2

i + 茁2
j）2 q ij = 0. （17）

在利用公式（17）~（20）确定待定系数 A j、Bj、Ci、

Di时，若某一边、某二边甚至某三边为简支，则舍弃

相应的方程，留下剩余的方程组成方程组解出待定

系数.以板左边及前边固支其余两边简支为例，此时
由于右边和后边简支，故待定系数 Bj = Di = 0；舍弃
公式（18）及（20）所列方程，剩下公式（17）及（19）所
列方程组成方程组，并且在留下的方程中，置 Bj 及

Di为 0，进而解出左边及前边两个固支边的待定系
数 A j和 Ci即可.

4 计算与分析

4.1 计算步骤
采用本文公式计算四边支承板挠度和弯矩的步

骤如下：

1）若板的四边全为简支边，则取 A j = Bj = Ci = Di

= 0.若板存有固支边，则从公式（17）~（20）中选择相
应的公式组成方程组，计算待定系数 A j、Bj、Ci或 Di.

2）确定系数 A j、Bj、Ci及 Di后，按公式（7）计算挠
度的傅里叶系数 wij .

3）最后，按公式（4）计算挠度，按公式（9）及（10）
计算弯矩.

本文后续计算中，线性方程组的求解采用克劳

特（Crout）分解法.计算程序采用 C语言编写，程序

中实型变量采用双精度.
4.2 计算参数
取板沿 x方向长度 a = 5 m，y方向长度 b = 7 m，

厚 h = 0.1 m；板弹性模量 E = 3 伊 107 kPa，泊松比 滋 =
0.3；荷载按公路桥涵设计通用规范（JTG D60—2015）
取一个汽车轮压传递到板上形成的局部均布荷载.
轴重取 120 kN，单轮地面分布尺寸 0.6 m 伊 0.2 m，轮
压扩散角 35毅，板埋深 0.714 m.由此得作用在板上的
局部均布荷载 q0 = 31.25 kPa，荷载 x方向分布长度 c
= 1.6 m，y方向分布长度 d = 1.2 m；荷载中心坐标 x0
= 2.5 m，y0 = 3.5 m.
4.3 收敛速度的讨论
采用 4.2节的计算参数，板四边均固支，取级数

项数为 5项、10项、20项、30项、40项、50项、60项
及 80项，计算结果列于表 1.

表 1及后续表格中，“板中心挠度”“板中心 x方
向弯矩”“板中心 y 方向弯矩”“长边中点 x 方向弯

矩”分别为无量纲量 D·w（a/2，b/2）
q0 a4 、Mx（a/2，b/2）

q0 a2 、

My（a/2，b/2）
q0 a2 、Mx（0，b/2）

q0 a2 .
从表 1看出，30项后，挠度计算结果的前 5位有

效数字不再发生变化；40项后，弯矩计算结果的前 4
位有效数字不再发生变化.因此可得出，40项时，级

同理，当板右边、前边和后边为固支边时，有关 于待定系数 Bj、Ci及 Di的方程分别为：
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数已可视为收敛.后续计算中采用 40项级数的计算
结果.

表 1 不同级数项数的计算结果
Tab.1 Computed results by different

number of series terms
级数

项数
板中心挠度

板中心

x方向弯矩
长边中点

x方向弯矩
5 0.000 446 764 57 0.010 943 83 -0.011 643 38
10 0.000 448 793 36 0.010 940 70 -0.011 801 53
20 0.000 448 265 66 0.010 867 15 -0.011 865 51
30 0.000 448 249 79 0.010 863 94 -0.011 867 76
40 0.000 448 247 01 0.010 861 50 -0.011 867 10
50 0.000 448 243 84 0.010 860 25 -0.011 868 08
60 0.000 448 243 19 0.010 860 21 -0.011 867 75
80 0.000 448 242 49 0.010 860 24 -0.011 867 89

4.4 计算结果与既有文献对比
4.4.1 与文献[1]对比
文献[1]中有四边固支板受满布均布荷载作用的

计算结果.为与之对比，采用 4.2节的计算参数，板
四边均固支，荷载改为满布，荷载强度不变，仍为 q0
= 31.25 kPa.计算结果列于表 2.

表 2 与文献[1]计算结果对比
Tab.2 Comparison of computed results

with that in reference[1]

计算方法 板中心挠度
板中心

x方向弯矩
长边中点

x方向弯矩

文献[1]结果 0.002 07 0.034 9 -0.072 6
本文结果 0.002 068 2 0.034 972 -0.072 595

由表 2看出，2种方法的结果前 2位有效数字相
同.由于文献[1]表格的有效数字只有 3位，可以认为
表 2中 2种结果是一致的.
4.4.2 与文献[16]对比
文献[16]列出了四边简支板中央受局部均布荷

载作用时弯矩的计算系数.为与其对比并避免查表
计算中的插值，取泊松比 滋 = 0，轮压 x方向分布长
度 c = 2 m，y方向分布长度 d = 1 m，其余参数采用
4.2节的数据，板四边均简支.

根据 b
a = 75 = 1.4， c

a = 25 = 0.4， d
a = 15 =

0.2，按文献[16]中表 4-29查得计算弯矩 Mx的系数

为 0.148 0，My的系数为 0.130 8.然后有
Mx

q0 a2 = 0.148 0 q0 cd
q0 a2 = 0.011 840，

My
q0 a2 = 0.130 8q0 cd

q0 a2 = 0.010 464.
计算结果列于表 3.

表 3 与文献[16]计算结果对比
Tab.3 Comparison of computed results with that in

reference [16]

计算方法 板中心x方向弯矩 板中心 y方向弯矩

文献[16]结果 0.011 840 0.010 464
本文结果 0.011 836 0.010 467

由表 3看出，两种方法的结果，前 3位有效数字
相同.由于文献[16]表格的有效数字是 4位，可以认
为表 3中两种结果是一致的.
4.5 计算结果与有限元对比

采用 4.2节的计算参数，板左边（x = 0边）及前
边（y = 0边）固支，其余两边简支.按相同的参数和边
界条件采用 ANSYS软件 SHELL63号单元，划分 3
种粗细不同网格进行计算.计算结果列于表 4.

表 4 与有限元计算结果对比
Tab.4 Comparison of computed results with that by FEM

计算方法
软件运行
所用时间/s 板中心挠度

板中心
x方向弯矩

长边中点
x方向弯矩

有限元，
网格 0.1 m 1 0.000 627 064 97 0.012 141 91 -0.014 753 82
有限元，
网格 0.01 m 58 0.000 627 439 04 0.012 204 96 -0.014 818 49
有限元，

网格 0.005 m 971 0.000 627 440 99 0.012 205 39 -0.014 818 94
本文结果 0.001 0.000 627 447 99 0.012 205 45 -0.014 818 37

由表 4可看出：
1）随有限元网格的加密，计算结果逐渐趋于本

文的级数解.由此可说明，本文级数解是四边支承板
变形问题的理论解或精确解.当有限元网格细到 5
mm 伊 5 mm时，挠度及弯矩有 5位有效数字与级数
解相同.可以认为这时数值解与级数解基本一致.

2）表 4中的软件运行所用时间是从数据输入到
输出全部的计算机运行时间.要达到较高的精度，有
限元需要花费的计算机时间大大高于级数解.就本
算例来说，相差达 10万倍以上.需要注意的是，本算
例中，有限元在 5 mm 伊 5 mm网格时，需要求解的方
程组的阶数，不少于（x方向节点数 5/0.005）伊（y方
向节点数 7/0.005）伊 6个自由度 = 840万；而级数解
取 40项时需要求解的方程组的阶数仅为 40 伊 2个
固支边 = 80.
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5 结束语

采用带补充项的挠度函数，研究了四边支承矩

形薄板的弯曲问题.给出了局部均布荷载作用下简
支边和固支边不同组合条件下的统一计算公式.
对比计算表明，以 Navier解为基础带补充项的

傅里叶级数解，达到收敛的级数项数约为 40项.该
级数解与其他采用叠加法得到的傅里叶级数解，具

有同样的求解精度.与有限元数值法相比，级数解的
计算量十分微小.

值得一提的是，式（3）若换成满布荷载、线荷载
和集中力相应的傅里叶系数，本文方法也适用.
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