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钢框架结构离散优化问题的理论下界

王兴锋 ，张氢 †，秦仙蓉 ，孙远韬
（同济大学 机械与能源工程学院，上海 201804）

摘 要：针对两种典型的钢框架结构离散优化问题，即柔度约束的最小体积问题和体积约

束的最小柔度问题，提出了基于凸组合的线性松弛方法，将关联离散变量进行线性松弛，进而

将非线性、非凸的离散优化问题转化为松弛的凸规划问题 .其中，体积约束的最小柔度问题可

松弛为二阶锥规划问题，柔度约束的最小体积问题可松弛为半定规划问题 .采用成熟的优化

求解器，就可以得到两类凸规划问题的全局最优解，也就是原离散优化问题的理论下界 .以一

跨四层钢框架的离散优化问题为例，用所提出方法进行求解，并用枚举法和遗传算法对优化

结果进行验证 .数值结果证明，所提出方法可以快速得到离散优化问题的理论下界 .
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Theoretical Lower Bound on Discrete
Optimization Problem of Steel Frame
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Abstract：Aiming at two typical discrete optimization problems of steel frame，namely, the volume minimization
with compliance constraint and the compliance minimization with volume constraint，a linear relaxation approach
based on convex combination is proposed. Meanwhile, the linked discreteness of design variables is also relaxed lin⁃
early, and the original nonlinear and nonconvex problems are recast as relaxed convex programming problems. Spe⁃
cifically, the compliance minimization with volume constraint is reestablished as a second-order cone programming,
and the volume minimization with compliance constraint is reformulated as a semidefinite programming. The global
optimum solutions of two types of convex programming problems can be readily derived using existing mature optimi⁃
zation solvers. These global optimum solutions are also the theoretical lower bound for the discrete optimization prob⁃
lems. An example of a one-bay four-story frame is presented, and the results by the proposed approach are compared
with the solutions by complete enumeration and genetic algorithm. The comparison demonstrates that the proposed
approach is capable of achieving the theoretical lower bound in an efficient manner.
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在钢框架结构的设计中，结构的杆件一般从标

准型钢库中选取，通过组合得到满足性能要求的最

佳设计方案，因此，钢框架结构的优化设计是一个典

型的离散优化问题 .
当前对钢框架结构离散优化问题的研究，几乎

都侧重于提出新的优化方法，以期获得满足工程精

度要求的近似最优解 .这些优化方法覆盖了元启发

式算法［1-5］、优化准则法［6-7］、基于梯度的数学规划方

法［8-9］，但几乎没有研究能够针对特定类型的钢框架

结构离散优化问题，明确指出优化方法的求解结果

与全局最优解的距离 .为确定优化算法的求解精度，

一般做法是通过与多种优化方法的结果进行对比 .
这种论证方法只能粗略地说明优化算法的求解精

度，而且需要广泛地、有代表性地选取作为对比的优

化算法 .为证明某种优化算法的求解精度，一种更直

接的方法是，获取优化问题的全局最优解，或者优化

问题的理论下限（假设优化问题为最小化问题）.尽
管在工程实际问题中，由于约束的复杂性，几乎不可

能得到优化问题的全局最优解，但针对特定类型的

钢框架结构离散优化问题，还是有可能获得全局最

优解或理论下界 .
在这方面，已经有少数学者展开了研究 .针对含

应力和位移约束、以体积最小为目标的钢框架结构

离散优化问题，Van等［10］提出了一种优化方法，通过

将原优化问题建模为混合整数优化问题，从而得到

离散优化问题的全局最优解 .针对含体积约束、以柔

度最小为目标的钢框架结构离散拓扑-尺寸优化问

题，Kanno［11］提出了一种混合整数二阶锥规划的建模

方法，将原优化问题转化为一个凸规划问题，从而也

得到了原问题的全局最优 . kureta等［12］针对负泊松

比的周期性框架结构的离散优化问题，提出了一种

混合整数的线性规划方法 .Hirota等［13］将混合整数的

线性规划建模方法，进一步推广到具有负热膨胀能

力的周期性框架结构的离散拓扑优化中 .
在钢框架结构中，杆件的截面参数包括截面宽

度、高度、板厚，以及截面面积、强弱轴惯性矩等 .对
于标准型钢截面，这些截面参数是相互关联的，选定

某一个截面参数则意味着同一截面的其他参数也被

选中，故称为关联离散变量［14-15］.在以上研究中［10-13］，
关联离散变量是通过 0-1变量进行定义，以此来表

征是否选择了某个标准截面，对应的优化问题都是

含 0-1变量的凸规划问题 .对于此类优化问题，一般

采用隐枚举法（如分支定界法）进行求解，计算效率

非常低，若结构中的杆件数量或可选的标准截面增

多，计算效率会大幅下降 .
有鉴于此，本文提出了一种新的离散变量处理

方法，即基于凸组合的线性松弛方法 .该方法将关联

离散变量进行线性松弛，从而将结构的刚度矩阵转

化为设计变量的线性函数，根据这一优势，可以将钢

框架结构离散优化中的多种非线性优化问题进一步

建模为凸规划问题 .本文重点分析了两类非线性优

化问题：柔度约束的最小体积问题和体积约束的最

小柔度问题 .根据刚度矩阵与设计变量的线性关系，

将柔度约束的最小体积问题转化为半定规划问题，

将体积约束的最小柔度问题转化为二阶锥规划问

题 .采用现成的优化求解器，直接求解这两类凸规划

问题，快速得到松弛问题的全局最优解，也就是离散

优化问题的理论下界 .

1 离散变量的定义方法

在钢框架结构的离散优化设计中，杆件截面从

标准型钢库中选取：

S = {x̄1，x̄2，⋯，x̄p} （1）
式中：S为标准截面构成的集合；x̄ i (i = 1，⋯，p)为标

准型钢的截面参数；p为标准型钢的个数 .
对于关联离散变量，一种常见的处理方法为采

用0-1变量：

x =∑i = 1
p ti x̄i （2）

∑i = 1
p ti = 1 （3）

ti ∈ {0，1} （4）
式中：ti为 0-1变量，用于表征某一标准截面是否被

选中 .这种定义方法的本质，是在 p维的 0-1离散空

间与标准截面集S之间定义了一种映射关系 .
若优化数学模型中包含 0-1变量，则求解特别

耗时，为此，本文提出了一种新的离散变量定义方

法，即基于凸组合的线性松弛方法 .
对于平面钢框架结构的优化问题，若只考虑结

构的轴向变形和弯曲变形，则结构的刚度矩阵仅仅

与杆件的截面面积和惯性矩有关 .因此，在作者前期

的研究［16］中，提出了以截面面积和惯性矩为设计变

量的定义方法：

x = (A，I) （5）
式中：A、I分别为杆件的截面面积和惯性矩 .考虑到

标准型钢的A和 I是关联离散变量，优化过程中需要

同时选取某一标准截面的 A和 I，故在每一次优化迭

代后将设计变量圆整到标准截面 .根据式（5），标准
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型钢可视为二维空间中的一个离散点（见图1）.
I/m

4

O A/m2
图1 基于凸组合的线性松弛

Fig.1 Linear relaxation based on convex combination

对于空间中的任意多个点，总是存在一个包含

所有点的最小凸多边形（即凸包），使得凸多边形内

的任意一点，都可以用凸多边形顶点的凸组合进行

描述 .因此，提出一种基于凸组合的线性松弛方法，

将式（5）表示的变量定义方法推广到连续空间：

A =∑i = 1
q ci Āi （6）

I =∑i = 1
q ci Ī i （7）

∑i = 1
q ci = 1 （8）

ci ∈ [ 0，1 ]；i = 1，⋯，q （9）
式中：Āi、Ī i分别对应于凸多边形顶点的截面面积和

惯性矩；ci为凸组合的系数；q为凸多边形顶点的个

数 .由此，离散优化问题的设计空间从一个离散点集

变为为一个凸多边形，凸多边形内的任意一点都可

以用于结构设计 .
在式（6）~（9）中，将基于凸多边形的线性松弛方

法应用于二维空间，若将这一方法应用于一维空间

时，就退化为一种常见的松弛方法 .以桁架结构的离

散优化问题为例，假设杆件的可选截面集为：

S t = {Ā1，Ā2，⋯，Ār} （10）
式中：Āi (i = 1，⋯，r)按从小到大排列 .对于这一离散

点集，最常用的松弛方法就是将杆件的截面面积 A t
限制在最小面积值和最大面积值之间：

A t ∈ [ Ā1，Ār ] （11）
从几何角度看，杆件的截面面积限定在一维凸

多边形[ Ā1，Ār ]内，其中 Ā1、Ār为一维凸多边形的两个

顶点：

A t = c1 Ā1 + c2 Ār （12）
c1 + c2 = 1 （13）

ci ∈ [ 0，1 ]；i = 1，2 （14）
式中：c1、c2为凸组合系数 .显然，式（12）~（14）就是式

（6）~（9）的一维形式 .
根据式（6）~（9），离散优化问题的设计变量变成

连续松弛变量（即凸组合系数），而标准截面的截面

面积和惯性矩成为设计变量的线性函数 .由此，钢框

架结构的刚度矩阵成为凸组合系数的线性函数 .根
据这一特性，可以将两类典型的钢框架结构离散优

化问题，即柔度约束的最小体积问题、体积约束的最

小柔度问题，分别转化为松弛的凸规划问题 .

2 凸规划建模

2.1 柔度约束的最小体积问题

在钢框架结构的离散优化中，柔度约束的最小

体积问题可表达如下：

min∑i = 1
n Li Ai （15）

s.t. KU = F （16）
FTU ≤ γ̄ （17）

式中：Li、Ai分别为第 i个杆件的长度和截面面积；n
为杆件的总数；K为结构的刚度矩阵；U为节点位移

列阵；F为载荷列阵；γ̄为柔度上限 .
根据桁架结构的研究［17-18］，桁架结构的柔度约

束和力平衡约束可等效于矩阵的半正定约束：

{K tU = F
FTU ≤ γ̄ ⇔

é
ë
ê

ù
û
ú

γ̄ -FT

-F K t
≽ 0 （18）

式中：K t为桁架结构的刚度矩阵 .
式（18）成立的一个重要前提条件，就是K t为杆

件截面面积的线性函数 .根据本文提出的线性松弛

方法，钢框架结构的刚度矩阵也成为设计变量的线

性函数，故同样可以将钢框架结构的柔度约束最小

体积问题转化为半定规划问题：

min V =∑i = 1
n Li Ai （19）

s.t. é
ë
êê

ù

û
úú

γ̄ -FT

-F K ( )C
≽ 0 （20）

C = [ cij ]
n × q （21）

∑j = 1
q cij = 1；i = 1，⋯，n （22）

cij ∈ [ 0，1 ]；i = 1，⋯，n （23）
式中：K (C)为钢框架结构的刚度矩阵；C为凸组合系

数矩阵 .
针对半定规划问题，当前已经有多个成熟的优

化求解器，如 MOSEK［19］、SeDuMi［20］.应用这些求解
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器，可以快速得到半定规划问题的全局最优解，也就

是离散优化问题的理论下界 .
2.2 体积约束的最小柔度问题

在钢框架结构的离散优化中，体积约束的最小

柔度问题可表达如下：

min FTU （24）
s.t. KU = F （25）
∑i = 1

n Li Ai ≤ V̄ （26）
式中：V̄为体积上限 .

根据 Kanno［11］，体积约束的最小柔度问题可转

化为混合整数的二阶锥规划问题：

min∑i = 1
n ∑l = 1

3 wil （27）
s.t. wi1 + Ai ≥

















é

ë
êê

ù

û
úú

wi1 - Ai
2Li E si1 （28）

wi2 + Ii ≥
















é

ë
êê

ù

û
úú

wi2 - Ii
2Li 3E si2 （29）

wi3 + Ii ≥
















é

ë
êê

ù

û
úú

wi3 - Ii
2Li E si3 （30）

∑i = 1
n ∑l = 1

3 silbil = F （31）
∑i = 1

n Ai Li ≤ V̄ （32）
式中：wil (l = 1，2，3) 是杆件 i 的应变余能；sil (l =
1，2，3)是杆件 i的内力；bil (l = 1，2，3)为杆件 i的方

向列阵，具体计算方法可参照文献［11］的附录A.
其中，Ai、Ii属于关联离散变量，Kanno［11］采用0-1

变量的定义方法进行处理 .为提高问题的求解效率，

快速得到离散优化问题的理论下界，本文采用基于

凸组合的线性松弛方法来重新定义离散变量：

Ai =∑j = 1
q cij Ā i；i=1，⋯，p （33）

Ii =∑j = 1
q cij Ī i ；i = 1，⋯，p （34）

∑j = 1
q cij = 1；i = 1，⋯，p （35）

cij ∈ [ 0，1 ]；i = 1，⋯，p （36）
式（33）~（36）仅包含线性约束，不改变优化问题

的数学特性，故所得到的优化问题仍然属于二阶锥

规划问题 .二阶锥规划问题可以用成熟的优化求解

器（如MOSEK、CPLEX［21］、Gurobi［22］或 SeDuMi）进行

快速求解，进而得到原离散优化问题的理论下界 .

3 数值算例

通过求解一跨四层钢框架结构的离散优化问

题，对所提出的方法进行验证 .钢框架结构的尺寸、

杆件分组和加载情况如图2所示 .杆件的弹性模量为

2.1 × 105 MPa，体积上限为0.18 m3，柔度上限为25.结
构中的杆件从标准规格中的H型钢［23］中选取（见表

1），H型钢在二维空间中的分布如图1所示 .
每层施加相同的载荷

1.5 kN

1.0 kN1.0 kN
2.0 kN

1.0 kN

0.5 kN

5 m

5

5

1

2

3

4
5

5

4@3 m

图2 一跨四层钢框架

Fig.2 One-bay-four-story steel frame

表1 H型钢

Tab.1 H-shaped standard sections

序号

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

标准型钢

HN125×60×6×8
HT175×90×4×6
HN150×75×5×7
HT150×100×4.5×6
HT200×100×4×6
HW100×100×6×8
HN200×100×4.5×7
HN175×90×5×8
HN180×90×5×8
HT250×125×4.5×6
HT200×150×4.5×6
HW125×125×6.5×9

序号

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

标准型钢

HT300×150×4.5×6
HN250×125×5×8
HN220×125×6×9
HN250×125×6×9
HT250×175×4.5×8
HW150×150×7×10
HN280×125×6×9
HN300×150×5.5×8
HN300×150×6.5×9
HT300×200×6×8

HW175×175×7.5×11
HM250×175×7×11

采用枚举法计算离散优化问题的全局最优解，

并验证所提出方法求解优化问题的理论下界的能

力 .为判断所提出方法的计算效率，再用遗传算法

（Genetic Algorithm，GA）求解当前优化问题 . GA是一

种经典的智能优化算法，可依概率收敛到优化问题

的全局最优解，因此采用 GA与所提出方法进行对

比 .采用MATLAB平台自带的 ga求解器作为 GA的
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实现，其中：种群大小为 30，最大迭代次数为 500，其
余参数都采用默认值 .将GA独立运行 30次，得到最

佳的优化结果 .
为了对关联离散变量进行线性松弛，需要定义

包含离散点集的凸包 .对于平面内的离散点集，可采

用经典的Graham扫描算法［24］获得对应的凸包 .
所有的优化计算都在MATLAB平台中编码，并

在一台工作站中执行 .该工作站含双核2.2.GHz Xeon
处理器，运行内存为32 GB.
3.1 柔度约束的最小体积问题

采用MOSEK求解松弛的半定规划问题，得到松

弛最优解 .采用枚举法求解该离散优化问题，得到离

散的全局最优解，并采用GA得到近似最优解 .松弛

最优解对应的结构体积为 0.137 8 m3，结构柔度为

25.00；离散全局最优解对应的结构体积为 0.141 4
m3，结构柔度为 24.96；GA得到的近似最优解对应的

结构体积为 0.142 0 m3，结构柔度为 24.75.显然，松弛

最优解比离散全局最优解略小，松弛最优解成为了

离散优化问题的理论下界 .同时，根据松弛最优解进

行邻域搜索，可以快速得到高质量的离散可行解，甚

至是离散的全局最优解 .
基于半定规划的方法仅需要采用调用一次优化

求解器、耗时 0.51 s，就可以得到优化问题的理论下

界，而枚举法需要求解 524（≈5.96×1016）个子问题、耗

时 1 724.21 s，才能得到离散的全局最优解 .为了得

到近似最优解，GA需要独立运行多次，而每一次运

行的计算时间都超过 1 s（介于 1.10 s到 2.00 s之间），

所以，GA的计算效率也远不如所提出的半定规划方

法 .显然，当需要判断某种算法的优化结果是否为全

局最优时，半规划方法可以是一种高效的验证方法，

尤其是对于规模稍大一些的同类优化问题 .
松弛最优解和离散最优解在空间中的分布情况

如图3所示，离散最优解如表2所示 .
松弛最优解-半定规则
全局最优解-半定规则
近似最优解-半定规则

O A/m2

I/m
4

图3 柔度约束问题最优解的分布情况

Fig.3 Distribution of optimum solution
for compliance-constrained problem

表2 柔度约束问题的离散最优解

Tab.2 Optimum solution for
compliance-constrained problem

杆件编号

1
2
3
4
5

枚举法

HN280×125×6×9
HT300×150×4.5×6
HT300×150×4.5×6
HT250×125×4.5×6
HT300×150×4.5×6

GA
HN300×150×6.5×9
HT300×150×4.5×6
HT300×150×4.5×6
HT200×100×4×6
HT300×150×4.5×6

3.2 体积约束的最小柔度问题

采用MOSEK求解松弛的二阶锥规划问题，同时

采用枚举法求解离散优化问题的全局最优解，并采

用GA得到近似最优解 .优化结果如下：松弛最优解

的最小柔度为 17.74，结构体积为 0.180 0 m3；离散全

局最优解的最小柔度为 18.09，结构体积为 0.179 0
m3；GA得到的近似最优解对应的结构柔度为 18.00，
结构体积为 0.180 1 m3，略大于体积上限 .因此，对于

体积约束的最小柔度离散优化问题，采用二阶锥规

划的方法也可以得到离散问题的理论下界 .可以根

据松弛最优解进行邻域搜索，得到离散优化问题的

可行解 .
同样的，基于二阶锥规划方法仅调用一次优化

求解器、耗时 0.67 s，就能够得到离散优化问题的理

论下界，而采用枚举法需要计算 524（≈5.96×1016）个子

问题、耗时 1 605.13 s，才能得到离散的全局最优解 .
为了得到近似最优解，GA需要运行多次，而每一次

运行的计算时间都超过 0.70 s（介于 0.70 s到 1.50 s
之间），所以，二阶锥规划方法的计算效率远高于枚

举法和GA.
松弛最优解和离散全局最优解在空间中的分布

情况如图4所示，离散最优解如表3所示 .

A/m2O

I/m
4 松弛最优解-半定规则

全局最优解-半定规则
近似最优解-半定规则

图4 体积约束问题最优解的分布情况

Fig.4 Distribution of optimum solution
for volume-constrained problem
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表3 体积约束问题的离散最优解

Tab.3 Optimum solution for volume-constrained problem
杆件编号

1
2
3
4
5

枚举法

HN300×150×6.5×9
HT300×150×4.5×6
HT300×150×4.5×6
HT300×150×4.5×6
HN300×150×6.5×9

GA
HN300×150×6.5×9
HN280×125×6×9
HT300×150×4.5×6
HT250×125×4.5×6
HN300×150×6.5×9

4 结 论

针对两类典型的钢框架结构离散优化问题，即
柔度约束的最小体积问题、体积约束的最小柔度问
题，进行了研究并得到如下结论：

1）基于凸组合的线性松弛方法，可以实现离散
设计变量的线性松弛，使结构的刚度矩阵成为设计
变量的线性函数，从而可将柔度约束的最小体积问
题转化为松弛的半定规划问题，将体积约束的最小
柔度问题转化为松弛的二阶锥规划问题 .对这两类
松弛的凸规划问题，可以快速得到全局最优解，即离
散优化问题的理论下界 .

2）基于松弛的半定规划方法和二阶锥规划方
法，可以高效求解柔度约束的最小体积问题、体积约
束的最小柔度问题，且求解效率远高于枚举法 .因
此，采用松弛的半定规划方法和二阶锥规划方法，可
以快速验证某种优化方法是否得到全局最优解 .

需要说明的是，基于凸组合的线性松弛方法实
现了杆件的截面面积和惯性矩的线性化描述，但未
能对其他截面属性进行线性化描述 .因此，本文的优
化方法适用于仅考虑杆件的拉压变形和弯曲变形的
平面钢框架结构 .
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