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摘 要：为控制表征为场量高幅值脉动的热声不稳定现象，基于 Lyapunov稳定性原理开展

Rijke 管双管耦合控制研究 . 通过线性化和矩阵化耦合系统控制方程获得关键系数矩阵，依据

特征值实部预测耦合系统实现振幅死亡的控制参数范围 . 研究表明，最大瞬态能量增长率与

特征值实部最小值密切相关，基于稳定性原理的双管耦合控制策略能有效预测控制结果 . 特
征值实部最小值越大，最大瞬态能量衰减速率越快，但使用热源强度比大于 1.00 的耦合管则

会造成被耦合管系统瞬态能量的增长 .
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               Coupling Control Strategy for Rijke Tube Systems Based on          
Lyapunov Stability Principles
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Abstract：To effectively control thermoacoustic instability represented as high-amplitude oscillations， the 
coupling control method for Rijke tube based on Lyapunov stability principles is  explored. The key coefficient 
matrices are obtained through linearization and matrix control formulation of the coupled system. Predictions of the 
control parameter range strategy for achieving amplitude death of the coupling control system are based on the real 
part of the eigenvalues. The research demonstrates that the maximum transient energy growth rate is closely 
associated with the minimum real part of the eigenvalues， validating the efficacy of the coupling control strategy 
based on the Lyapunov stability principles. A larger minimum real part value results in a faster decay rate of transient 
energy， but employing a coupling system with the ratio of heat intensity larger than one leads to a transient energy 
growth.
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热声不稳定现象广泛存在于热动力机械系统

中，对装置造成一系列负面影响［1］. 如造成装置过度

振动，导致部件的结构损毁和电控系统的失效；其伴

随的放热波动，会破坏装置的正常燃烧循环而引起

燃烧过程的熄火或回火，造成较大的循环变动，燃烧

效率降低，大量噪声以及过度传热［2］；即使是低振幅

的振动也会导致发动机部件由于长时间磨损而疲劳

失效；增加质量、动量和能量输运，改变发动机的推

力水平，使其偏离设计值［3］. 因此，在产品设计早期

阶段，确定热声不稳定性的可能性并设计有效的热

声不稳定性控制方法是一项重要且艰巨的任务［4-5］.
研究热声不稳定过程及其影响机制，旨在开发

有效的控制手段，来减轻高幅值压力、速度的振荡对

热动力机械带来的负面影响 . 因此，需要以某种方式

打破非定常放热和流动扰动之间的动态耦合，以抑

制、防止燃烧的不稳定 . 通常，依据是否向系统中输

入额外的能量，分为主动控制和被动控制策略 . 主动

控制方面，Dharmaputra 等［6］基于贝叶斯优化提出的

自适应控制策略具有良好的工况适应性，但由于要

安装反馈控制装置并针对系统设计确切的执行器，

过程复杂而面临诸多困难，其相关研究主要集中在

实验室阶段［7］. 被动控制方面，Henderson等［8］研究的

电声控制方法，具有结构简单、可靠性高等优势，但

同时也存在改装复杂、设计成本高、设计周期长、泛

化性能差的弊端 .
近期提出的双管耦合控制方法，具有结构简单、

控制简便的优势，通过调节针阀和乙烯基管的长度

可实现两个热声不稳定系统的同时控制 . 因此，本文

基于 Lyapunov 稳定性原理和瞬态能量分析方法，预

测双管耦合控制策略 .

1   Rijke管双管耦合系统理论模型

1.1   Rijke管系统

由于热动力机械系统涉及热力学、声学、流体

力学和化学动力学等多物理场的耦合作用，基于实

际系统的热声不稳定机理研究与控制策略研究具

有较大难度，因此结构简单、热声不稳定现象显著

的热声管成为该研究领域重点关注的研究对象 .本
文以Rijke管为例，研究热声不稳定现象的耦合控制

策略 .

Rijke管［9］是一种广泛用于热声不稳定性研究的

基础模型，通常为直径均匀且较长的圆柱形管道，如

图 1所示 . 图中 x和 L分别表示管内轴向位置和热声

管长度，声学紧凑的热源被放置在轴向位置为 xf处

并将热声管分隔为热源前、后两个区域，分别用下标

1和 2表示 .变量 u、M、T、ρ和 c分别表示平均流速、平

均马赫数、平均温度、平均密度和平均声速，其中平

均特性为沿管的常数 .

依据文献［10］，热声管内流体满足质量和黏性

不可压缩流体动量守恒方程，且在不考虑黏性耗散

和传热效应时密度变化率满足：

dρ
dt =  1

c2  dpdt - ( )γ - 1
c2 q （1）

式中：p、γ和 t分别表示流动气体的压力、比热比和时

间 . 代入线性声学假设可获得系统波动方程：

1
c̄2  ∂2 p'

∂t2 -  ∇ ⋅ (∇ ⋅ p′) +  ζ
c̄2  ∂p'∂t =  γ - 1

c̄2  ∂q'∂t （2）
式中：ζ表示系统通用阻尼系数；p'和 q'分别表示压

力和热量的扰动量 .
热声系统中包含复杂的非线性多物理场耦合作

用，如气体动力学非线性等，使热声不稳定具有高度

非线性 . 因此，通常非线性热声不稳定系统通过两种

方式引入非线性，其一是将声学扰动参数描述为非

线性函数，其二是引入非线性源项 . 本文基于伽辽金

展开对物理场量进行线性展开，采用具有非线性特

性的改进的 King’s Law 热源模型作为系统的源

项［11］. 虽然热声模态是通过非线性非稳定放热反馈

作用与声场扰动的耦合结果，但仅使用一个主特征

频率也可近似系统的稳定性动力学［12］，包括极限环

振荡特性等 . 因此，获得Rijke管单模态控制方程：

图1   含声学紧凑热源Rijke管结构图

Fig.1   Structure of Rijke tube with acoustic compact heater
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dt2 + 2ζωη̇ ( t) + ω2η ( t) =
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式中：η（t）为时变函数；φ（xf）为模态函数；ω为特征

频率；β为表征热源特性的热源强度；E为模态函数

的正交算子；τ为热源延迟时间 .
1.2   Rijke管耦合系统

实验证明［13］，利用针阀和乙烯基管耦合Rijke管
系统，可以在适当的控制参数下完全抑制热声不稳定

的发生 . 耦合系统实验装置示意图如图 2所示，其中

Tc和Th分别表示热源冷端与热端的温度，p1和 p2分别

表示振子A和振子B的压力扰动量 . 利用针阀和连接

管使被控振子系统A与被控振子系统B相连接 . 耦合

系统中主要包含时间延迟耦合作用和扩散耦合作用

实现耦合管振幅的控制，其控制方程表达为：
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（4）

式中：下标 a与 b分别表示系统A与系统B；τ、Kτ和Kd
分别表示耦合延迟时间、时间延迟耦合强度和扩散

耦合强度 .

2   双管耦合控制策略预测

2.1   双管耦合系统矩阵表达

为获得式（4）所示的双管耦合系统的矩阵形式

以求解耦合控制策略，首先对其进行线性化和参数

代换，获得：

ì
í
î

η ''a + m0η ''b + ma1ηa + ma2η'a + m3η'b = 0
η ''b + m0η ''a + mb1ηb + mb2η'b + m3η'a = 0 （5）
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m0 = τ2Kτ

ma1 = ω2a + 3 βa2Ea

ma2 = ζa - 3 βa2Ea
φ'a( )x f φa( )x f τ + Kd + Kτ

m3 = -( )Kd + Kτ

（6）

参数mb1、mb2与ma1、ma2表达式具有相同形式，因

此，可将式（4）化为线性矩阵形式：

dY
dt + HY = 0 （7）
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（8）
Y = [ηa，η'a，ηb，η'b ] T

（9）
求解式（7）获得变量矩阵 Y 关于系数矩阵 H

的解：

Y ( t ) = exp (-Ht )Y (0 ) （10）
2.2   基于Lyapunov稳定性原理的耦合参数预测

在渐近稳定性理论中，有多种用于分析动态系

统微分或差分方程解的方法，其中研究平衡点附近

解稳定性的Lyapunov稳定性分析方法是最重要的一

类 . 因此，基于该稳定性原理可预测获得耦合双管线

性稳定的控制参数集，即当矩阵H的所有特征值具

有非负实部时，系统在平衡点邻域内稳定 .
耦合系统 Lyapunov 稳定分析图（τ=0.02）如图 3

所示，系统 A~D 分别为具有不同特征值实部最小值

的系统 .利用H矩阵特征值实部最小值（以下称最小

值）来衡量系统稳定性 . Rβ为热源强度比，定义为耦

合系统与被耦合管系统的热源强度之比 . 由图 3 可

知，当延迟及扩散耦合强度较小时，最小值低于零，

随耦合强度增大，最小值平面先升高后降低 . 当Rβ>
1.00时［图 3（a）］，随热源强度比增大，最小值平面逐

渐升高，使耦合系统稳定的耦合强度参数范围逐渐

增大 . 当Rβ<1.00时［图3（b）］，随热源强度比增大，最

小值平面逐渐降低，耦合强度参数范围逐渐减小 . 当

图2   耦合系统实验装置示意图

Fig.2   Schematic diagram of experiment for coupling systems
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Rβ=1.00时，最小值平面均低于零平面，该现象说明，

相同振子耦合时，扩散耦合和时间耦合无法使系统

实现线性稳定，该现象归因于具有相同热源强度的

振子系统声能无法扩散传递，即产生文献［14］中耦

合分插图振幅死亡区域关于调谐比 Rβ=1.00 对称分

布的现象 . 同时，当耦合振子热源强度足够小时，耦

合振子无法激发，此时耦合振子相当于一个阻尼器，

可有效衰减被耦合振子的振荡幅度，实现振幅死亡，

故当Rβ=0.25时，最小值平面位于零平面的上方 . 由
此，获得了基于 Lyapunov 稳定性原理的双管耦合控

制策略参数 .

2.3   耦合系统瞬态能量增长率

基于稳定性理论获得的参数范围准确性需进一

步验证，耦合系统整体渐近稳定性能否代表单个被

耦合振子稳定性的问题要进一步探究，当控制需求

中考虑控制速率和控制时间时如何定量定义其评判

标准，需引入系统最大能量增长率分析方法，以直

观、定量地分析耦合系统或被耦合管系统的不稳定

控制效果，预测耦合控制参数，为系统控制提供准确

的理论依据 .
单位截面积声能密度的有量纲形式为：

℘( x f，t ) = ∫0

L( )p͂'2

2ρ0c0 2 + ρ0 u͂'2

2 dx͂ （11）
将场量的伽辽金展开和能量矩阵形式进一步代

入，依次求得耦合系统和被耦合管系统能量矩阵表

达式为：
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MY ( )t 2

℘被耦合管( )x f，t = 1
2γp̄1

NY ( )t 2
（12）
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（13）

耦合和被耦合管系统最大瞬态能量增长率为：
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ú℘被耦合管( )x f，t0

℘被耦合管( )x f，0 =
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（14）

当 Rβ=3.00 和 Rβ=0.25 时，系统实部最小值等高

线图和耦合系统最大瞬态能量增长率如图 4 所示 . 
由图 4（a）可知，系统 C 位于零平面以下，耦合系统

Lyapunov 不稳定，因此在图 4（c）中最大瞬态能量增

长率变化曲线始终大于 1，且随时间周期性上涨，系

统瞬态能量始终大于初始能量，系统线性不稳定，任

意初始扰值都将导致系统高幅值振荡 . 而位于零平

面以上的系统 A、B、D、E 和 F，其最大瞬态能量增长

率逐渐减小，且减小速率随特征值实部最小值的逐渐

增大而逐渐增大 .如位于最小值平面“脊”［图3（a）］处
的系统A，其最大瞬态能量增长率衰减速度最快，在

无量纲时间 30 内下降 3 个数量级以下；系统 B 衰减

速度则十分缓慢 .

（a）Rβ>1.00

（b）Rβ≤1.00
图3   耦合系统Lyapunov稳定分析图（τ=0.02）

Fig.3   Lyapunov stability analysis of coupling system
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仅通过总系统的增长率来表达单个系统的特性

并不准确，尤其当具有较大热源强度的振子耦合时，

被耦合管系统瞬态能量变化情况则尤为重要 .因此，

绘制了耦合管系统A、B、C、D、E、F中单一振子的最大

瞬态能量增长率变化曲线，如图4（d）所示 .由图4（d）
可见，单一系统的最终能量变化趋势与耦合总系统

的趋势相一致，但在耦合初期，最大瞬态能量增长率

会因热源强度比大于或小于 1.00而发生改变 . 系统

A与系统E最大瞬态能量增长率对比如图5所示 .
依据最大瞬态能量增长率的定义，当其小于 1

时，表明瞬态能量小于系统初始能量 . 由图 5 可见，

系统 A 和系统 E 中，被耦合管系统的最大瞬态能量

增长率表现出了与总系统不一致的特性 . 对于系统

A，当使用小于被耦合管系统热源强度的振子进行耦

合时，被耦合管系统瞬态能量周期性减小；但当使用

热源强度更大的系统进行耦合时，系统出现暂时性

瞬态能量周期性增大，而在经过较长时间 ΔtA>ΔtE
后，系统能量周期性减小 .

为验证双管耦合控制策略预测结果，利用式（4）
进行数值求解，得到被耦合管系统扰动曲线，如图 6
所示 . 由图 6可知，被耦合管系统A、B和C在耦合开

（a）实部最小值等高线图（Rβ=3.00）

（b）实部最小值等高线图（Rβ=0.25）

（c）耦合总系统最大瞬态能量增长率

（d）单一振子的最大瞬态能量增长率

图4   系统实部最小值等高线图和耦合系统

最大瞬态能量增长率

Fig.4   Minimum contour map of the real part of the system and 
the maximum transient energy growth rate of the coupling system

图5   系统A与系统E最大瞬态能量增长率对比图

Fig.5   Maximum transient energy growth rate for
systems A and E
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始时刻接收来自更高热源强度系统的能量而瞬间增

大扰动幅值 . 具有不同最小值的 3个系统，有 3种耦

合扰动结果 . 相较于系统B，具有更大最小值的系统

A 在瞬间增大扰动幅值后快速衰减，在无量纲时间

330 前获得振幅死亡，而系统 B 幅值下降较为缓慢，

在无量纲时间500内无法获得振幅死亡 . H矩阵特征

值实部最小值小于零的系统 C 为线性不稳定系统，

扰动曲线在瞬态扰动幅值增长后逐渐形成新的极限

环扰动，且由于耦合系统扰动能量的扩散，耦合后稳

定极限环幅值高于原极限环幅值 . 观察系统E，其采

用热源强度小于被耦合管系统的耦合系统进行耦合，

在图5中未观测到单管瞬态能量的增长 . 图6中，系统

E的扰动幅值在耦合开始时刻逐渐衰减，并快速获得

振幅死亡 .

综上所述，当基于耦合控制理论设计主动控制

器选择合适的耦合控制参数时，耦合系统总特性与

单一系统特性相一致，为更快获得稳定的系统，考虑

选择特征值实部最小值更大的系统，如系统 A 和系

统E. 系统B等临近零平面的控制策略虽能最终趋于

稳定，但其实现极限环抑制耗费的时间过于漫长 . 对
于需要严格控制的系统，则需要选择热源强度较小

的系统进行耦合控制以避免瞬态能量的周期性增长

对系统造成短期的负面影响 .

3   结 论

本文针对 Rijke 管理论模型开展双管耦合控制

策略预测研究 . 通过对耦合系统控制方程的线性化

和矩阵化，获得了耦合系统的系数矩阵 . 基于Lyapu⁃
nov 稳定性原理求解不同耦合控制参数下系数矩阵

特征值实部最小值分布图，获得了耦合系统线性稳

定区 . 主要结论如下：

（a）系统A

（b）系统B

（c）系统C

（d）系统E
图6   数值求解被耦合管系统扰动曲线

Fig.6   Oscillations of coupled systems solved numerically
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1）当延迟耦合强度及扩散耦合强度较小时，耦

合控制策略无法实现振幅死亡；随延迟和扩散耦合

强度增大，系数矩阵特征值最小值先升高后降低；线

性稳定范围随热源强度比增大而增大 . 当 Rβ=0.25
时，最小值平面均位于零平面的上方，此时耦合振子

相当于阻尼器，可有效实现振幅的完全控制 .
2）最大瞬态能量增长率变化趋势与系数矩阵特

征值最小值相关，最小值越大，最大瞬态能量衰减速

率越快 . 耦合总系统与被耦合管系统瞬态能量增长

率变化趋势一致，但使用Rβ>1.00的耦合管进行控制

会造成被耦合管系统瞬态能量的上升 .
3）数值求解的各系统扰动曲线表明，基于 Lya- 

punov 稳定性和最大瞬态能量增长率预测的双管耦

合控制策略是有效的，可依据耦合控制策略的不同

实现系统扰动的控制，包括快速获得振幅死亡、新幅

值极限环振荡和瞬态幅值上升等控制结果 .
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