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自适应最稀疏时频分析方法的分解能力研究

李宝庆，程军圣，吴占涛，杨　宇

（湖南大学 汽车车身先进设计制造国家重点实验室，湖南 长沙　４１００８２）

　　摘　要：自适应最稀疏时频分析（ａｄａｐｔｉｖｅａｎｄｓｐａｒｓｅｓｔｔｉｍｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎａｌｙｓｉｓ，ＡＳＴ

ＦＡ）方法将信号分解转化为最优化问题，在优化的过程中实现信号的自适应分解．为了研究

ＡＳＴＦＡ的分解能力，在定义分解能力评价指标（ＥｖａｌｕａｔｉｏｎＩｎｄｅｘｏｆＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎＣａｐａｃ

ｉｔｙ，ＥＩＤＣ）的基础上，以双谐波分量合成信号模型来研究幅值比、频率比、初始相位差对

ＡＳＴＦＡ的影响．同时，将 ＡＳＴＦＡ方法与经验模态分解（ＥｍｐｉｒｉｃａｌＭｏｄｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，

ＥＭＤ）、局部特征尺度分解（ＬｏｃａｌＣｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｃａｌｅＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＬＣＤ）进行对比分析．

研究结果表明，ＡＳＴＦＡ方法的分解能力基本不受幅值比的影响，可分解的极限频率比较

大，不受初始相位差的影响，该方法的分解能力具有明显的优越性．
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　　自适应时频分析方法可以在对信号分解的过程

中根据信号本身的特性自动选择基函数或者其参

数，从而实现信号的分解．目前广泛应用的自适应时

频分析方法有ＥＭＤ方法，ＥＭＤ通过多次迭代将信

号分解为一系列具有不同时间尺度的内禀模态函数

（ＩｎｔｒｉｎｓｉｃＭｏｄｅＦｕｎｃｔｉｏｎ，ＩＭＦ）之和，并通过希尔

伯特变换得到分量信号的瞬时频率和瞬时幅值［１］．

除ＥＭＤ方法外，一些新的自适应时频分析方法被

提出与研究，如ＬＣＤ方法．ＬＣＤ法自适应地将一个

复杂信号分解为若干个相互独立的内禀尺度分量
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（ＩｎｔｒｉｎｓｉｃＳｃａｌｅＣｏｍｐｏｎｅｎｔ，ＩＳＣ）之和
［２］．实际上，

ＥＭＤ与ＬＣＤ的分解思路是相同的，都首先采用基

于极值点的局部特征尺度参数定义一种瞬时频率具

有物理意义的单分量信号，然后据此进行自适应分

解，其中ＥＭＤ定义了ＩＭＦ分量，ＬＣＤ定义了ＩＳＣ

分量．因此，ＥＭＤ和ＬＣＤ都存在一些共同的缺陷，

如模态混淆、分解过程的伪分量问题等［３－４］．另外，

单分量信号ＩＭＦ和ＩＳＣ的定义缺乏严格的数学

证明．

受压缩感知理论以及ＥＭＤ方法的启发，Ｈｏｕ

和Ｓｈｉ于２０１１年提出了一种自适应最稀疏时频分

析（ＡＳＴＦＡ）方法
［５－６］，主要思想是基于多尺度数据

具有内在的稀疏时频分布的特点，采用高斯牛顿迭

代法解决非线性优化问题实现信号的分解．ＡＳＴＦＡ

方法以分解得到的单分量个数最少为优化目标，以

单分量的瞬时频率具有物理意义为约束条件，在目

标优化的过程中实现信号的自适应分解，并直接得

到各个分量的瞬时频率和瞬时幅值，从而获得原始

信号完整的时频分布．ＡＳＴＦＡ 方法与 ＥＭＤ 及

ＬＣＤ方法不同，其具有严格的数学基础
［７］，每个分

量信号都具有明确的物理意义．

实际上，自适应时频分析方法并不是对所有的

多分量信号都能实现有效分解，分解能力存在一定

的局限性．文献［８－９］对ＥＭＤ方法的分解能力做

了研究，研究表明ＥＭＤ的分解能力与分量信号的

频率比及振幅比有关，当分量的频率太过接近或者

高、低频分量的幅值比太小时，ＥＭＤ方法不能实现

分量的有效分离．类似于ＥＭＤ方法的分解能力研

究，文献［１０］通过建立分解能力研究模型研究了频

率比、幅值比及初始相位差对ＬＣＤ分解能力的影

响，研究表明初始相位差的影响很小，频率比及幅值

比的影响明显．以上研究表明，以双谐波分量合成信

号的分解效果来评估自适应时频分析方法的分解能

力是一种非常有效的方法．本文基于双谐波分量合

成信号的分解来研究频率比、幅值比、初始相位差对

ＡＳＴＦＡ方法分解能力的影响，并与ＥＭＤ及ＬＣＤ

方法进行对比．结果表明，ＡＳＴＦＡ方法的分解能力

具有一定的优越性．

１　犃犛犜犉犃方法

ＡＳＴＦＡ方法基于多尺度数据具有内在稀疏分

布的特点，在建立包含所有内禀模态函数的过完备

字典库的基础上寻找信号的最稀疏表达．ＡＳＴＦＡ

方法首先建立合适的过完备字典库，然后在过完备

字典库中搜索对数据的匹配性最好的自适应基．

１）过完备字典库犇

犇＝ ｛犪（狋）ｃｏｓ（θ（狋））：θ
′（狋）≥０，

　　犪（狋）∈犞（θ）｝， （１）

犞（θ）＝Ｓｐａｎ｛ｃｏｓ（
犽θ
狀
），ｓｉｎ（

犾θ
狀
）：

　　犽＝０，…，λ狀，犾＝１，…，λ狀｝． （２）

其中θ
′（狋）≥０是为了保证瞬时频率具有物理意义，

约束犪（狋）∈犞（θ）的目的是令犪（狋）比ｃｏｓ（θ（狋））更

平滑，Ｓｐａｎ为空间内所有元素的线性张成．

２）最优化问题

Ｍｉｎｎｉｍｉｚｅ　犕

Ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ：犳（狋）＝∑
犕

犻＝１

犪犻（狋）ｃｏｓθ犻（狋），

　　犪犻（狓）ｃｏｓθ犻（狓）∈犇． （３）

上述优化问题是一个Ｌ０优化问题，该问题本身

是ＮＰＨａｒｄ问题．ＡＳＴＦＡ方法将上述Ｌ０优化问题

转化为Ｌ２优化问题，并采用高斯牛顿迭代方法解决

该问题．

Ｍｉｎｎｉｍｉｚｅ‖狉犻－１－犪犻（狋）ｃｏｓθ犻（狋）‖
２
２，

Ｓｕｂｊｅｃｔｔｏ：犪犻（狋）ｃｏｓθ犻（狋）∈犇． （４）

式中：犪犻（狋）ｃｏｓθ犻（狋）为分解得到的第犻个分量，记为

狌犻（狋），犪犻（狋）为分量的瞬时幅值，θ犻（狋）为分量的相

位函数．

２　犃犛犜犉犃方法的分解能力研究

２．１　分解能力评估模型与评价指标

首先确定双谐波分量信号分析模型，考察式（５）

所示的仿真信号，该仿真信号由两个谐波分量组成．

假设犳１＜犳２，则频率比犉＝犳１／犳２ ，犉∈［０，１］；幅

值比犃＝犪１／犪２ ，犃∈［０，!］；初始相位差φ＝φ１－

φ２ ，φ∈ ［－２π，２π］．

狓（狋）＝犪１ｃｏｓ（２π犳１狋＋φ１）＋

　　犪２ｃｏｓ（２π犳２狋＋φ２）． （５）

为了评估自适应时频分析方法的分解能力，定

义式（６）为单分量信号的分解能力评价指标（Ｅｖａｌｕ

ａｔｉｏｎＩｎｄｅｘｏｆＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎＣａｐａｃｉｔｙ，ＥＩＤＣ）
［７，９］．

式中：狓犻（狋）为单分量信号的真实值．犆狆犻（狋）为自适

应时频分析方法分解得到的单分量信号，ＥＭＤ方法

中为ＩＭＦ犻（狋），ＬＣＤ方法中为ＩＳＣ犻（狋），ＡＳＴＦＡ方

法中为狌犻（狋）．犜为信号长度．

ＥＩＤＣ犻 ＝
∑
犜

狋＝０

［狓犻（狋）－犆狆犻（狋）］
２

∑
犜

狋＝０

［狓犻（狋）］
２

． （６）

为了保证分解得到的分量全部准确，因此合成

信号的分解能力评价指标由式（７）确定．为方便，规

４４
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定ＥＩＤＣ∈ ［０，１］，对于ＥＩＤＣ＞１的情况则规定

ＥＩＤＣ＝１．ＥＩＤＣ的物理意义为：ＥＩＤＣ值越小说明

分解得到的分量犆狆犻（狋）越接近于真实值狓犻（狋），分

解能力越强；ＥＩＤＣ值越大说明分解得到的分量

犆狆犻（狋）越远离真实值狓犻（狋），分解能力越弱．文献

［７］和［９］研究表明，ＥＩＤＣ≤０．０５时，可认为分量

信号被准确分离．

ＥＩＤＣ＝ｍａｘ［ＥＩＤＣ犻］． （７）

考察式（８）所示的仿真信号，采样频率为１０２４

Ｈｚ，狋∈［０，１］．其时域波形如图１所示，分解结果如图

２所示，ＥＩＤＣ＝０．０５．从图２中可以看出，分量信号基

本被分离，但是分量信号的幅值与真实值存在一定的

偏差．因此，ＡＳＴＦＡ方法采用与ＥＭＤ及ＬＣＤ相同的

分解上限指标值，即：要求ＥＩＤＣ≤０．０５．

狓（狋）＝５ｃｏｓ（１１８．４π狋）＋５ｃｏｓ（１６０π狋）． （８）

狋／ｓ

图１　仿真信号的时域波形（犉＝０．７４）

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｗａｖｅｆｏｒｍ

ｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｓｉｇｎａｌ（犉＝０．７４）

狋／ｓ

图２　仿真信号的ＡＳＴＦＡ分解结果（犉＝０．７４）

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅＡＳＴＦＡｄｅｃｏｍｐｏｓｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ

ｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｓｉｇｎａｌ（犉＝０．７４）

２．２　频率比犉与幅值比犃 对分解能力的影响

为直观评价幅值比犃和频率比犉 共同对ＥＩＤＣ

的影响，同时更加直观地比较 ＡＳＴＦＡ，ＥＭＤ 和

ＬＣＤ的分解范围，建立式（９）所示的分析模型，得到

图３—图５所示的等高线图，两条等高线为ＥＩＤＣ＝

０．０５和ＥＩＤＣ＝１．为研究方便，本文在计算中设定

ＥＭＤ和ＬＣＤ的单个分量迭代次数为１０，设定初始

相位差φ＝０．在本文的研究中，为充分保证分解算

法的收敛性，降低相位函数初始值选择的复杂性，设

定相位函数初始值为仿真信号的理论相位函数．

狓（狋）＝５犃ｃｏｓ（１６０犉π狋）＋５ｃｏｓ（１６０π狋），

犃∈ ［０，１０］，犉∈ ［０，１］． （９）

两条等高线将 犃犉 平面分隔为３个区域，

ＥＩＤＣ＜０．０５的区域表示分量信号可以完全分离，

定义为信号完全分解区；ＥＩＤＣ＝１的区域表示分

量信号完全不能分离，定义为信号完全不分解区；

０．０５＜ＥＩＤＣ＜１的区域定义为不完全分离区．由

图３—图５可以得到以下结论：

幅值比犃

图３　ＡＳＴＦＡ分解的ＥＩＤＣ等高线图

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅＥＩＤＣｃｏｎｔｏｕｒｍａｐｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＡＳＴＦＡ

幅值比犃

图４　ＥＭＤ分解的ＥＩＤＣ等高线图

Ｆｉｇ．４　ＴｈｅＥＩＤＣｃｏｎｔｏｕｒｍａｐｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＥＭＤ

幅值比犃

图５　ＬＣＤ分解的ＥＩＤＣ等高线图

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅＥＩＤＣｃｏｎｔｏｕｒｍａｐｂａｓｅｄｏｎｔｈｅＬＣＤ

１）ＡＳＴＦＡ方法的完全分解区明显大于ＥＭＤ

和ＬＣＤ方法的完全分解区，表明ＡＳＴＦＡ方法的分

解能力明显强于ＥＭＤ和ＬＣＤ方法．且ＡＳＴＦＡ方

法能够分解的最大频率比为犉＝０．７４，ＥＭＤ方法

能够分解的最大频率比为犉＝０．６１，ＬＣＤ方法能

够分解的最大频率比为犉＝０．６９．

５４
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２）ＡＳＴＦＡ方法的完全不分解区明显小于ＥＭＤ和

ＬＣＤ方法的完全不分解区，同样表明ＡＳＴＦＡ方法的

分解能力明显强于ＥＭＤ和ＬＣＤ方法．

３）ＡＳＴＦＡ方法的分解能力基本不受幅值比的影

响，但是在频率比０．６１＜犉＜０．７４，幅值比犃＜１时，

ＡＳＴＦＡ的分解能力受幅值比的影响．ＡＳＴＦＡ方法的

这个性质具有显著的优越性，对于大振幅振动环境下

微弱信号的提取具有较大的工程应用价值．

４）ＥＭＤ和ＬＣＤ方法的区域划分非常相似，同

时在低频率比、低幅值比情况下有分量无法完全分

离的情况．这种相似性现象的出现是由于ＥＭＤ和

ＬＣＤ采用了相同的分解思路．

为验证图３—图５计算结果的正确性，考察式

（１０）所示的仿真信号狓（狋），狋∈［０，１］，设定幅值比

犃＝１．频率比犉与ＥＩＤＣ的关系如图６所示，由图

６可知，在式（１０）的分析模型下，ＥＭＤ能够分解的

频率比上限为犉＝０．６１，ＬＣＤ能够分解的频率比

上限为犉＝０．６７，ＡＳＴＦＡ能够分解的频率比上限

为犉＝０．７４，结果表明了计算的正确性．

狓（狋）＝５ｃｏｓ（１６０犉π狋）＋５ｃｏｓ（１６０π狋），

犉∈ ［０，１］． （１０）

频率比犉

图６　频率比对分解能力指标的影响（犃＝１）

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏ’ｓｅｆｆｅｃｔｔｏｔｈｅＥＩＤＣ（犃＝１）

为验证图３—图５计算结果的正确性，考察式

（１１）所示的仿真信号，设定频率比为犉＝０．４．幅值

比犃与ＥＩＤＣ的关系如图７所示，由图７可知，在式

（１１）的分析模型下，ＥＭＤ能够分解的幅值比上限为

犃＝３．８５，ＬＣＤ能够分解的幅值比上限为 犃 ＝

３．３５，ＡＳＴＦＡ的ＥＩＤＣ值基本接近于０，结果不但

表明了计算的正确性，而且表明 ＡＳＴＦＡ有良好的

分解精度．

狓（狋）＝５犃ｃｏｓ（６４π狋）＋５ｃｏｓ（１６０π狋），

犃∈ ［０，１０］． （１１）

为验证幅值比对ＡＳＴＦＡ方法的影响，考察式（１２）

所示的仿真信号，频率比犉＝０．４．为更具一般性，设幅

值比犃＝１０００．时域波形如图８所示，采用ＡＳＴＦＡ对

仿真信号进行分解，分解结果如图９所示．

狓（狋）＝５ｃｏｓ（６４π狋）＋５０００ｃｏｓ（１６０π狋）．（１２）

幅值比犃

图７　幅值比对分解能力指标的影响（犉＝０．４）

Ｆｉｇ．７　Ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｒａｔｉｏ’ｓｅｆｆｅｃｔｔｏｔｈｅＥＩＤＣ（犉＝０．４）

狋／ｓ

图８　仿真信号的时域波形（犃＝１０００）

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｗａｖｅｆｏｒｍ

ｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｓｉｇｎａｌ（犃＝１０００）

狋／ｓ

图９　仿真信号的ＡＳＴＦＡ分解结果（犃＝１０００）

Ｆｉｇ．９　ＴｈｅＡＳＴＦＡｄｅｃｏｍｐｏｓｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ

ｏｆｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｅｄｓｉｇｎａｌ（犃＝１０００）

从图９中可以看出，ＡＳＴＦＡ准确地将两个分

量信号进行分离．结果证明 ＡＳＴＦＡ方法除在频率

比０．６１＜犉＜０．７４，幅值比犃＜１的范围外，幅值

比对信号分解没有影响的性质具有一般性．产生该

性质的主要原因是 ＡＳＴＦＡ方法与ＥＭＤ及ＬＣＤ

方法不同，其在信号分解中并不依赖于信号极值点

的分布．

２．３　初相位差φ对分解能力的影响

前面在研究频率比犉，幅值比犃对分解能力的

影响时，设定初相位差φ＝０．现在进一步研究初相

位差φ对ＡＳＴＦＡ方法分解能力的影响，初始相位

６４
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差φ∈ ［－２π，２π］．为研究初相位差φ对 ＡＳＴＦＡ

方法分解能力的影响，考察式（１３）所示的仿真信号，

频率比犉＝０．４，幅值比犃＝１，位于完全可分解区

域．仿真信号的初相位差φ与ＥＩＤＣ的关系如图１０

所示．从图１０中可以看出，ＥＩＤＣ值变化不大，初始

相位差对分解能力基本无影响．

狓（狋）＝５ｃｏｓ（６４π狋＋φ）＋５ｃｏｓ（１６０π狋）． （１３）

初始相位差φ
图１０　初相位差对分解能力指标的影响（完全分解区）

Ｆｉｇ．１０　Ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ’ｓｅｆｆｅｃｔｔｏｔｈｅＥＩＤＣ
（ｃｏｍｐｌｅｔｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎ）

为更具一般性，在不完全可分解区域选择一个合

成信号，频率比犉＝０．８，幅值比犃＝３，具体如式

（１４）．仿真信号的初相位差φ与ＥＩＤＣ的关系如图１１

所示．从图１１中可以看出，ＥＩＤＣ值变化不大，初始相

位差对分解能力基本无影响．综合图１０和图１１可以知

道，对于不同的频率比犉和幅值比犃，初始相位差φ对

ＡＳＴＦＡ方法的分解能力基本无影响．

狓（狋）＝５ｃｏｓ（１２８π狋＋φ）＋１５ｃｏｓ（１６０π狋）．

（１４）

初始相位差φ
图１１　初相位差对分解能力指标的影响（不完全分解区）

Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ’ｓｅｆｆｅｃｔｔｏｔｈｅＥＩＤＣ
（ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎ）

３　结　论

根据本文的研究，可以得到以下结论：

１）频率比对ＡＳＴＦＡ方法的影响较大，ＡＳＴＦＡ

方法可分解的极限频率比为０．７４，该极限频率比优

于ＥＭＤ和ＬＣＤ方法．

２）幅值比对 ＡＳＴＦＡ方法的影响较小，除去频

率比０．６１＜犉＜０．７４且幅值比犃＜１的极小范围，

ＡＳＴＦＡ可分解任意幅值比的信号．该性质相比于

ＥＭＤ和ＬＣＤ方法具有非常大的优越性．

３）初始相位差对ＡＳＴＦＡ方法的分解能力基本

无影响．

通过本文的研究发现，与ＥＭＤ和ＬＣＤ方法相

比，ＡＳＴＦＡ方法的分解能力具有明显的优越性，

ＡＳＴＦＡ方法将会得到广泛的关注．但是 ＡＳＴＦＡ

方法中相位初始值的选择非常关键，需在后续的应

用中对相位初始值的选择进行深入的研究．
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