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边坡稳定可靠度分析的新型四阶矩法
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　　摘　要：提出了一种边坡稳定可靠度分析的新型四阶矩计算方法．该方法将均匀设计

法、径向基神经网络技术和最大熵原理相结合对边坡进行可靠性分析．采用均匀设计法确定

粘聚力和内摩擦角的网络训练样本空间，并采用基于有限元的强度折减法计算样本空间中

样本所对应的边坡安全系数．利用这些样本及对应的安全系数训练径向基神经网络．利用训

练好的神经网络获得满足统计数量要求的边坡安全系数，并计算边坡安全系数前四阶矩．利

用最大熵原理得到边坡安全系数的概率密度函数近似表达式、边坡失效概率以及相应的可

靠指标．该方法的计算结果与蒙特卡罗法的计算结果对比表明该方法具有较高的精度．
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　　边坡稳定性分析方法是岩土工程的一个重要研究

内容．边坡稳定分析一般有确定性分析方法和基于概

率的不确定性分析方法．杜运兴
［１］和陈昌富［２］基于确

定性分析方法对边坡稳定性进行了研究，通过计算得

到边坡安全系数评估边坡的稳定程度．然而由于土体

参数的不确定性，在进行边坡稳定分析时，采用基于概

率的可靠度分析方法更为合适．目前，在边坡稳定可靠

度分析中常用的分析方法有一次二阶矩法［３－４］、二次二

阶矩法［５］、响应面法［６－７］、蒙特卡罗法［８］等分析方法．采

用一次二阶矩法、二次二阶矩法对边坡进行可靠度分

析时需要在迭代点处对非正态随机变量进行近似当量

正态化，同时迭代求解过程较为繁琐；采用响应面法时

受响应面函数的形状和试验取样点选取多少的影响较

大；当采用蒙特卡罗法进行可靠度分析时，需要数十万

次的有限元数值分析，工作量太大．为了克服以上方法

所带来的问题，四阶矩法是一个较好的方法．王宇
［９］将

四阶矩可靠度分析方法引入到边坡工程可靠度分析

中，提出了边坡工程可靠度分析的最大熵法．左育龙
［１０］

针对岩土工程的功能函数强非线性且难以显式表达的

特点，提出了基于人工神经网络的四阶矩法．以上两种

四阶矩方法均利用泰勒级数展开的方法由基本随机变

量的前四阶矩求得功能函数的前四阶矩，并借助Ｐｅａｒ

ｓｏｎ系统获得功能函数的更高阶矩．采用以上两种四阶

矩方法时计算功能函数前四阶矩的公式较为繁琐并且

会遇到隐式功能函数求偏导的问题．本文在这些研究

的基础上提出了一种边坡稳定可靠度分析的新四阶矩

计算方法．该方法将均匀设计法、神经网络技术和最大

熵原理相结合对边坡进行可靠性分析，克服了以上两

种四阶矩法所具有的缺点．该方法考虑了基本随机变

量的概率分布类型，首先采用均匀设计法确定粘聚力

和内摩擦角的网络训练样本空间，并采用基于有限元

的强度折减法［１１］确定样本空间中样本对应的边坡安全

系数，利用这些样本以及样本对应的安全系数训练径

向基神经网络．利用训练好的神经网络获得满足统计

数量要求的安全系数，并计算边坡安全系数的前四阶

矩．利用最大熵原理得到边坡安全系数的概率密度函

数近似表达式、边坡失效概率以及相应的可靠度．虽然

均匀设计法、径向基神经网络技术、最大熵方法在可靠

度领域均已被采用，然而将该３种方法的结合运用尚

属首次．

１　边坡稳定可靠度分析

１．１　网络训练样本点的选取

训练神经网络需要一定的样本点作为输入向

量，样本点的选取对神经网络的精度、效率尤其重

要．样本点的生成方法有中心复合设计法、随机取样

法和均匀设计法等．毕卫华
［１２］研究了样本点的生成

方法对边坡可靠度的影响．该文献认为在相同的精

度下均匀设计取样法比中心复合设计法更加有效；

在相同的精度下均匀设计法比随机取样法需要生成

的样本点少，计算效率高．因此本文采用均匀设计

法［１３］进行样本点的选取．具体步骤如下：

１）将土体参数粘聚力和内摩擦角作为需要考

虑的两个因素，确定这两个因素的取值范围，并确定

相应因素的样本空间容量，即均匀设计法中的水平

数．在相应因素的范围内均匀确定样本的数值；

２）根据样本空间容量选取均匀设计法中相应的

使用表和设计表．根据因素数在使用表中确定设计

表中所对应的列，设计表每一列的数值为影响因素

在其样本空间的位置；

３）在本研究中因素数为２．将粘聚力和内摩擦

角这两个因素按其在样本空间对应的位置获取相应

的样本数值并形成训练样本．

１．２　径向基神经网络的建立

根据选取的样本点，采用基于有限元的强度折减

方法［１１］计算这些样本点所对应的边坡稳定安全系数．

利用样本点和样本点对应的安全系数训练神经网络．

本文选用的神经网络是径向基神经网络［１４－１５］，这种神

经网络采用高斯函数等径向基函数作为神经元传递函

数，能够实现非线性关系的映射．径向基神经网络相对

于ＢＰ神经网络而言往往需要更多的神经元，但是它的

训练速度很快．在输入向量样本数目较多的情况下，径

向基神经网络的效果是很好的．同时径向基神经网络

可以克服ＢＰ网络局部极小的缺点．

本文将土体参数｛犮，φ｝作为神经网络的输入向

量狓ｉ，土体参数｛犮，φ｝对应的安全系数犉作为期望

输出向量建立径向基神经网络．首先通过激活函数

犚犻（狓）对输入向量狓犻进行运算，然后对运算结果进

行加权求和得到向量狔犻，，如图１所示．

最后根据得到的狔犻，和已知的期望输出向量犉

计算均方误差，当均方误差较大时，需要不断增加中

间神经元和个数，直到网络的均方误差满足预先设

定的值为止，从而建立一个精度较高的神经网络．

１．３　边坡安全系数前四阶矩计算

利用以上建立的径向基神经网络便可以获得任

意一组土体参数｛犮，φ｝所对应的安全系数犉．按照统

计要求的数量形成安全系数的样本空间．根据此样

本空间便可以计算边坡安全系数的前四阶中心矩，

具体步骤如下：

４１１
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１）采用舍选法生成服从一定概率密度函数的粘

聚力犮和内摩擦角φ随机数．本文采用的舍选法
［１６］

按照如下步骤确定随机数．

图１　径向基神经网络示意图

Ｆｉｇ．１　ＲＢＦｎｅｕｒａｌｎｅｔｗｏｒｋ

①确定随机数的产生区间［犪，犫］及概率密度函

数为犳狓（狓）．

②确定概率密度函数的上确界犳０．

③取（０，１）区间上的两个均匀随机数狌１和狌２，

如果有条件犳０!狌２＜犳［（犫－犪）狌１＋犪］，那么狓＝（犫－

犪）狌１＋犪就可选作符合该概率密度函数犳狓（狓）的一

个随机数．

本文分别选取粘聚力犮，内摩擦角φ作为随机

变量，根据以上方法随机生成狀个服从一定概率密

度函数的粘聚力数值犮犻以及狀个服从一定概率密度

函数的内摩擦角数值φ犻，将两者按顺序组合即为

｛犮犻，φ犻｝（犻＝１，２，…，狀），共狀个组合．

２）根据建立的神经网络计算每个组合的安全系

数犉犻（犻＝１，２，…，狀）形成了一个计算四阶矩的样本

空间，样本容量为狀，当样本容量狀足够多时，可以

近似代替总体．所取样本的均值根据统计学公式（１）

计算，前犿阶中心矩根据公式（２）计算．

珚犉＝
１

狀∑
狀

犻＝１

犉犻， （１）

μ犉犼 ＝
１

狀∑
狀

犻＝１

（犉犻－珚犉）犼，犼＝０，１，…，犿． （２）

根据式（３）可以得到安全系数样本标准差、偏度

系数和峰度系数．

μ犉０ ＝１，

μ犉１ ＝０，

μ犉２ ＝σ
２
犉，

μ犉３ ＝犆ＳＦσ
３
犉，

μ犉４ ＝犆ＫＦσ
４
犉

烅

烄

烆 ．

（３）

式中：μ犉０，μ犉１，μ犉２，μ犉３和μ犉４分别为安全系数犉 的

第零、一、二、三和四阶中心矩；犆ＳＦ为安全系数犉的

偏态系数；犆ＫＦ为安全系数犉的峰度系数；σ犉为安全

系数犉 的标准差．

１．４　数据处理

为了避免在计算时溢出中断求解，将安全系数

犉标准化，转变为标准随机变量犢，如式（４）所示：

犢 ＝
犉－珚犉

σ犉
． （４）

安全系数犉的中心矩与标准随机变量犢 的原

点矩关系如式（５）所示：

μ犉犻 ＝犈［（犉－
珚犉）犻］＝犈［（σ犉犢）

犻］＝σ
犻
犉犈（犢

犻）＝

　　σ
犻
犉υ犢犻，犻＝０，１，…，犿．

（５）

式中：μ犉犻为安全系数犉 的第犻阶中心矩；υ犢犻为标准

随机变量犢 的第犻阶原点矩；σ犉为安全系数犉 的标

准差．

简化犢 的前四阶原点矩可以表示为公式（６），

即安全系数犉的标准随机变量犢 的前四阶原点矩．

υ犢
０
＝１，

υ犢
１
＝０，

υ犢
２
＝１，

υ犢
３
＝犆ＳＹ ＝犆ＳＦ，

υ犢
４
＝犆ＫＹ ＝犆ＫＦ

烅

烄

烆 ．

（６）

式中：υ犢
０
，υ犢

１
，υ犢

２
，υ犢

３
，υ犢

４
分别为标准随机变量犢 的

第零、一、二、三和四阶原点矩；犆ＳＹ为标准随机变量

犢 的偏态系数；犆ＫＹ为标准随机变量犢 的峰度系数．

１．５　建立边坡安全系数概率密度函数

将以上确定的随机变量犢 的前四阶原点矩与

最大熵原理［１６］结合可以获取边坡安全系数概率密

度函数．利用式（６）求得的标准随机变量犢 的前四

阶原点矩与最大熵概率密度函数表达式（７）建立等

式（８）：

犳犢（狔）＝ｅｘｐ（－∑
犿

犻＝０

犪犻狔
犻）， （７）

∫
＋"

－"

狔
犻ｅｘｐ（－∑

犿

犼＝０

犪犼狔犼）ｄ狔＝υ犢犻，犻＝０，１，２，３，４．

（８）

从中可以解出犳（狔）中的系数犪０，犪１，…，犪４，从

而可以得到边坡安全系数的概率密度函数．

１．６　边坡失效概率

边坡失效的条件是安全系数小于１，因此边坡

的失效概率计算公式如（９）所示．

犘犳 ＝犘（犉≤１）＝犘（犢 ≤
１－珚犉

σ犉
）＝

　　∫
１－μ犉
σ犉

－"

ｅｘｐ（－∑
４

犻＝０

犪犻狔
犻）ｄ狔．

（９）
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１．７　边坡稳定可靠度分析流程图

本文所提出边坡稳定分析方法流程如图２

所示．

图２　边坡稳定可靠度分析流程图

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｄｉａｇｒａｍｏｆｓｌｏｐｅｓｔａｂｉｌｉｔｙ

２　算例分析

本文所取算例为：考虑土体粘聚力、内摩擦角为

随机变量，假设粘聚力和内摩擦角服从独立正态分

布，其均值分别为２５ｋＰａ，２０ｏ，标准差分别为７．５

ｋＰａ，４ｏ，土体重度假设为一定值１９．６ｋＮ／ｍ３，边坡

剖面如图３所示．

２．１　网络训练样本点的选取

本文对边坡稳定可靠性进行研究，选取粘聚力

和内摩擦角作为随机变量，因此属于二因素试验，由

于正态分布在［μ－３σ，μ＋３σ］范围内部可以覆盖总

体９９％以上的区域，因此在［μ－３σ，μ＋３σ］范围内

部的取值可以近似地认为完全覆盖了总体区域．本

文将粘聚力和内摩擦角取值限定在［μ－３σ，μ＋３σ］

范围内，粘聚力左、右截尾点分别为２．５ｋＰａ，４７．５

ｋＰａ，内摩擦角左右截尾点分别为８ｏ，３２ｏ，根据式

（１０）得到粘聚力、内摩擦角截尾正态概率密度曲线

分别如图４和图５所示．

狓／ｍ

图３　边坡剖面图

Ｆｉｇ．３　Ｓｌｏｐｅｓｅｃｔｉｏｎ

犳（狓）＝
ｅ
－（狓－μ）

２

２σ
２

Φ（
犡犜

２
－μ

σ
）－Φ（

犡犜
１
－μ

σ
［ ］） ２槡πσ

，

犡犜
１ ≤狓≤犡犜２． （１０）

式中：犡犜
１
，犡犜

２
分别为概率密度曲线左右截尾点；μ

为土体参数（粘聚力和内摩擦角）均值；σ为土体参

数（粘聚力和内摩擦角）标准差．

粘聚力／ｋＰａ

图４　 土体粘聚力截尾正态概率密度曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｒｕｎｃａｔｅｄｎｏｒｍａｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ

ｄｅｎｓｉｔｙｃｕｒｖｅｏｆｓｏｉｌｃｏｈｅｓｉｏｎ

本文将神经网络训练样本空间容量定为１７，即

粘聚力和内摩擦角水平数均为１７，粘聚力样本数值

为（２．５，５．３１２５，８．１２５，１０．９３７５，１３．７５，１６．５６２

５，１９．３７５，２２．１８７５，２５，２７．８１２５，３０．６２５，

３３．４３７５，３６．２５，３９．０６２５，４１．８７５，４４．６８７５，

４７．５），单位为ｋＰａ；内摩擦角样本数值为（８．０，９．５，
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１１．０，１２．５，１４．０，１５．５，１７．０，１８．５，２０．０，２１．５，

２３．０，２４．５，２６．０，２７．５，２９．０，３０．５，３２．０），单位

为（°）．根据均匀设计法选取具有１７个水平数的均

匀设计表和使用表，如表１和表２所示．

内磨擦角／（°）

图５　土体内摩擦角截尾正态概率密度曲线

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｒｕｎｃａｔｅｄｎｏｒｍａｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙ

ｃｕｒｖｅｏｆｓｏｉｌｉｎｔｅｒｎａｌｆｒｉｃｔｉｏｎａｎｇｌｅ

表１　犝１７（１７
５）均匀设计表

犜犪犫．１　犝１７
（１７５）狌狀犻犳狅狉犿犱犲狊犻犵狀犮犺犪狉狋

编号 １ ２ ３ ４ ５

１ １ ７ １１ １３ １７

２ ２ １４ ４ ８ １６

３ ３ ３ １５ ３ １５

４ ４ １０ ８ １６ １４

５ ５ １７ １ １１ １３

６ ６ ６ １２ ６ １２

７ ７ １３ ５ １ １１

８ ８ ２ １６ １４ １０

９ ９ ９ ９ ９ ９

１０ １０ １６ ２ ４ ８

１１ １１ ５ １３ １７ ７

１２ １２ １２ ６ １２ ６

１３ １３ １ １７ ７ ５

１４ １４ ８ １０ ２ ４

１５ １５ １５ ３ １５ ３

１６ １６ ４ １４ １０ ２

１７ １７ １１ ７ ５ １

根据表２确定两因素设计应当选择表１的第

一，二列，表１中的每一列的数值为影响因素在其样

本空间的位置，如表３第一、二列所示．本文根据均

匀设计法选取的粘聚力和内摩擦角训练样本点如表

３第三列所示，本算例选用基于有限元的强度拆减

法计算这些样本点对应的安全系数，计算结果如表

３第四列所示．将粘聚力和内摩擦角训练样本点绘

制在平面图上，如图６所示，可以清楚看到利用均匀

设计法选取的样本点分布比较均匀，能够较好地展

现总体性质．

表２　犝１７（１７
５）使用表

犜犪犫．２　犝狊犪犵犲犮犺犪狉狋狅犳犝１７
（１７５）

狊 列号 犇

２ １　２ ０．０８５６

３ １　２　４ ０．１３３１

４ ２　３　４　５ ０．１７８５

　　注：狊为因素数；犇为刻画均匀性的离散度，离散度越小，均匀性越好．

表３　均匀设计法样本点

犜犪犫．３　犇犲狊犻犵狀狆狅犻狀狋狊狅犳狌狀犻犳狅狉犿犱犲狊犻犵狀犿犲狋犺狅犱

粘聚力

位置编号

内摩擦角

位置编号
样本点 安全系数

１ ７ （２．５，１７） ０．６３１９

２ １４ （５．３１２５，２７．５） ０．８９９１

３ ３ （８．１２５，１１） ０．７１２０

４ １０ （１０．９３７５，２１．５） １．０００６

５ １７ （１３．７５，３２） １．２９４７

６ ６ （１６．５６２５，１５．５） ０．８７０１

７ １３ （１９．３７５，２６） １．１９５３

８ ２ （２２．１８７５，９．５） １．００２７

９ ９ （２５，２０） １．０８９８

１０ １６ （２７．８１２５，３０．５） １．６８５５

１１ ５ （３０．６２５，１４） １．０１００

１２ １２ （３３．４３７５，２４．５） １．４８６７

１３ １ （３６．２５，８） １．０５０８

１４ ８ （３９．０６２５，１８．５） １．３３３８

１５ １５ （４１．８７５，２９） ２．０７２０

１６ ４ （４４．６８７５，１２．５） １．１８６０

１７ １１ （４７．５，２３） １．７４７５

粘聚力／ｋＰａ

图６　均匀设计法训练样本点

Ｆｉｇ．６　Ｔｒａｉｎｉｎｇｓａｍｐｌｅｐｏｉｎｔｓ

ｏｆｕｎｉｆｏｒｍｄｅｓｉｇｎｍｅｔｈｏｄ

２．２　建立径向基神经网络

根据１．２所述方法建立径向基神经网络．为了

验证所建立的径向基神经网络的良好性，本文将在

粘聚力和内摩擦角取值范围内均匀选取９个验证样

本点，分别利用训练好的神经网络、边坡稳定分析软

件计算这些验证样本点的安全系数，如图７所示，可

以清楚观察到径向基神经网络对隐式功能函数近似
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效果良好．

图７　样本点的验证

Ｆｉｇ．７　Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｓａｍｐｌｉｎｇｐｏｉｎｔｓ

２．３　边坡安全系数前四阶中心矩计算并对数据

进行处理

　　采用１．３所述方法得到一个样本容量为狀的安

全系数样本空间．当狀的数目足够多时可以近似总

体，可以根据统计学知识比较精确地得到安全系数

样本的各阶矩，然而狀的数目太大时会对计算效率

有一定影响．因此本文通过研究狀的变化对边坡可

靠度的影响，建议狀取１×１０５～１×１０
６ 之间的数

值．根据式（１）～式（３）计算安全系数犉 样本的均

值、标准差、前四阶中心矩以及偏度系数、峰度系数，

结果如表４所示．根据式（６）计算边坡安全系数犉

的标准随机变量犢 的前四阶原点矩，结果如表５所

示．

表４　安全系数样本信息

犜犪犫．４　犛犪犿狆犾犲犻狀犳狅狉犿犪狋犻狅狀狅犳狊犪犳犲狋狔犳犪狋狅狉

均值
标准

差

二阶

中心矩

三阶

中心矩

四阶

中心矩

偏度

系数

峰度

系数

１．１３８９ ０．１８４４ ０．０３４０ ０．００６５ ０．００５５ １．０３９２ ４．７５０７

偏度系数是描述分布偏离对称性程度的一个特

征数．当分布左右对称时，偏度系数为０；当偏度系

数大于０时，该分布右偏；当偏度系数小于０时，该

分布左偏．峰度系数是用来度量数据在中心的聚集

程度．对于正态分布，峰度系数为３；峰度系数大于３

说明观察量更加集中，有比正态分布更短的尾部；峰

度系数小于３说明观察量不那么集中，有比正态分

布更长的尾部．通过对表４与表５中偏度系数和峰

度系数的观察，该算例边坡安全系数概率密度分布

并非对称，而是稍微有点右偏，相比于正态分布而言

分布较为集中．

表５　标准变量犢的前四阶原点矩

犜犪犫．５　犜犺犲犳犻狉狊狋犳狅狌狉狅狉犱犲狉狅狉犻犵犻狀犿狅犿犲狀狋狊

狅犳狀狅狉犿犪犾犻狕犲犱狏犪狉犻犪犫犾犲犢

ν犢
０

ν犢
１

ν犢
２

ν犢
３

ν犢
４

１．００００ ０．００００ １．００００ １．０３９２ ４．７５０７

２．４　边坡安全系数概率密度函数

当求得边坡安全系数犉的标准随机变量犢 的

前四阶原点矩后，根据式（７），（８）可以得到安全系数

的概率密度函数表达式式（１１），安全系数的概率密

度函数曲线如图８所示．

狔＝ｅ
（－０．０２６０狋

４
＋０．２１８３狋

３
－０．５９３２狋

２
－０．５４６８狋－０．８４９６）

． （１１）

式中：狋＝
狓－１．１３８９
０．１８４４

． （１２）

安全系数

图８　安全系数概率密度曲线

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙ

ｃｕｒｖｅｏｆｓａｆｅｔｙｆａｃｔｏｒ

２．５　边坡失效概率

利用式（９）可以得到边坡的失效概率，然后根据

失效概率计算可靠指标．将计算结果与蒙特卡罗法

计算结果进行比较，可发现两个方法得到的结果较

为吻合（见表６），说明本文所述方法精度较为良好．

表６　算例计算结果

犜犪犫．６　犆犪犾犮狌犾犪狋犻狅狀狉犲狊狌犾狋狅犳犲狓犪犿狆犾犲狊

指标 本文方法 蒙特卡罗法

破坏概率 ０．２２２７ ０．２２７８

可靠指标 ０．７６２９ ０．７４６１

３　结　论

建立了一套边坡稳定可靠度分析的新型四阶距

方法，该方法具有如下优势：

１）采用强度折减法确定边坡的安全系数，该方

法考虑了土体中的应力、应变的分布及变化，概念清
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晰，鲁棒性较好．

２）提出的方法兼备了均匀设计法、径向基神经

网络技术、最大熵原理的优点．均匀设计法具有在相

同精度下需要较少的样本点同时精度较高的优点；

径向基神经网络技术具有训练速度快同时又能克服

ＢＰ神经网络局部极小缺点的优点；最大熵原理具有

仅根据样本的前几阶矩就能得到样本概率密度函数

的优点．

３）提出的方法不需要求取功能函数的偏导数，

克服了传统可靠度分析方法不能精确计算功能函数

偏导数、工作量大的缺点，能更加简便地进行边坡稳

定可靠度分析且精度良好．

将本文方法计算得到的边坡可靠指标与蒙特卡

罗法计算结果进行对比，两者结果吻合较好，表明本

文所述方法精度良好，具有一定可行性．
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