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考虑残余变形影响的混凝土疲劳损伤本构模型
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　　摘　要：从分析混凝土材料的基本损伤机制出发，考虑疲劳荷载作用下混凝土的损伤累

积和残余变形，推导了由Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ自由能表示的混凝土本构方程，根据变分原理建立了基

于能量的混凝土疲劳损伤本构模型．并根据疲劳过程中残余变形的发展规律，定义了物理意

义明确的残余变形影响因子，并将其与混凝土变形模量损伤因子一同融入混凝土疲劳损伤

本构模型中，为混凝土疲劳行为的计算机分析提供了一种更为精确、简化的混凝土疲劳本构

模型．试验数据和数值算例的对比误差不超过３％，从而验证了该模型的准确性与适用性．
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加载历程的进行，内部微裂缝不断发展，损伤不断积

累．研究表明，随着疲劳次数增加，弹性模量不断降

低，总变形逐渐增大，其中不可恢复的残余变形部分

亦不断增加，这些都是混凝土材料在疲劳过程中非

线性行为的显著特征［２］．如何在混凝土疲劳性能研

究中全面考虑这些非线性特性，以实现对混凝土及

预应力混凝土构件的疲劳性能演变的全过程分析，

一直都是研究者和工程界感兴趣的问题．

近年来，有研究者以实际重复加载过程中测量

的残余应变和疲劳破坏时极限残余应变之比作为损

伤变量建立了疲劳损伤演化方程［３］．有研究者基于

疲劳刚度退化、疲劳强度退化与疲劳残余变形演变

规律，提出了疲劳累积失效全过程的数值分析方

法［４］．有研究者考虑混凝土疲劳过程中残余应变的

影响，结合混凝土静力单轴受压本构关系，推导了混

凝土疲劳损伤后的等效单轴受压应力应变关系［５］．

有研究者根据疲劳等效累积原则和混凝土疲劳残余

应变的计算理论，推导出基于残余应变的混凝土疲

劳损伤模型［６］．有研究者建立了混凝土棱柱体的非

均质细观数值模型，引入弹塑性本构关系，对混凝

土的受压性能进行了数值试验，揭示了混凝土的非

线性破坏机理［７］．这些研究大大推进了混凝土疲劳

非线性分析的研究进程，但现有的模型中有些非线

性特性考虑不够简明、具体，大多分析过程较繁琐、

费时费力．

为了在混凝土疲劳的计算机分析中更加直观、

明确地考虑其非线性特性的影响，亟需构建一种物

理意义明确、更为简化的混凝土疲劳本构模型．本文

分析了损伤累积和残余变形的影响，定义了具有明

确物理意义的残余变形影响因子，结合变形模量损

伤因子，建立了基于能量的混凝土疲劳损伤本构模

型，试图揭示混凝土的疲劳损伤演变机理及其疲劳

受力行为演化规律．

１　混凝土疲劳损伤本构模型

１．１　疲劳损伤本构模型的构建

由混凝土循环应力 应变曲线可以看出混凝土

疲劳过程是一个损伤不断累积的过程，此过程也是

一个不可逆的热力学过程，如图１所示．

图１中，εｃ（犖）为混凝土循环加载犖 次后的总

应变；εｃｒ（犖）为混凝土循环加载 犖 次后的残余应

变；犈（犖）为混凝土循环加载犖 次后的弹性模量，犈０

为混凝土的初始弹性模量．

图１　混凝土疲劳循环应力 应变曲线

Ｆｉｇ．１　Ｆａｔｉｇｕｅｃｙｃｌｉｃｓｔｒｅｓｓｓｔｒａｉｎｃｕｒｖｅｏｆｃｏｎｃｒｅｔｅ

混凝土疲劳损伤的过程中，若不考虑热量的耗

散，仅考虑等温的纯粹力学过程，混凝土的 Ｈｅｌｍ

ｈｏｌｔｚ自由能ψ为应变ε和损伤变量犇 的状态函

数［８］：

ψ＝ψε，（ ）犇 ． （１）

式中：ε为应变；犇为损伤变量．

基于热力学的推导可以得到以 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ自由

能表示的混凝土材料本构方程基本形式［９］：

σ－
ψ
ε
＝０． （２）

经典的损伤力学认为材料的损伤只与弹性变形

有关，然而损伤还造成材料不可恢复的塑性变形，在

材料损伤过程中的总应变可以写成弹性应变和塑性

应变之和［９］：

ε＝ε
ｅ
＋ε

ｐ ． （３）

式中：ε
ｅ为弹性应变；εｐ为塑性应变．

假定弹性与塑性 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ自由能不耦合
［１０］，

因此，疲劳过程混凝土的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ自由能分解成

弹性和塑性两部分：

ψε，（ ）犇 ＝ψ
ｅ
ε
ｅ，（ ）犇 ＋ψ

ｐ
ε
ｐ，（ ）犇 ． （４）

若用犆（犇）代表混凝土犖 次疲劳损伤后的卸载

刚度，那么弹性Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ自由能可以定义为：

ψ
ｅ
ε
ｅ，（ ）犇 ＝∫

ε
ｅ

０
σｄε

ｅ
＝
１

２
（ ）犆 犇 ε（ ）

ｅ ２ ． （５）

刚度退化由损伤导致，而损伤是不可逆的，因此

犆（犇）为损伤变量犇 的非递增函数．对于初始无损

伤状态犆（犇）＝犈０，那么

ψ
ｅ
ε
ｅ，（ ）０ ＝

１

２
犆（）０ ε（ ）

ｅ ２
＝
１

２
犈０ ε（ ）

ｅ ２ ． （６）

混凝土犖 次疲劳后的弹性 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ自由能

用损伤变量表示：

ψ
ｅ
ε
ｅ，（ ）犇 ＝

１

２
（ ）犈 犖 ε（ ）

ｅ ２
＝

　　
１

２
１－（ ）犇 犈０ ε（ ）

ｅ ２ ． （７）

８５
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由式（２）可得：

σｃ＝
ψ

ｅ
ε
ｅ，（ ）犇

ε
ｅ ． （８）

将式（３）和（７）代入式（８）得混凝土的受压损伤

本构模型：

σｃ＝ １－（ ）犇 犈０ε－ε（ ）ｐ ． （９）

式中：εｐ为塑性变形，疲劳荷载作用下为残余变形

εｃｒ．

于是混凝土的疲劳损伤本构模型为：

σｃ（）狀 ＝ １－ （ ）［ ］犇 犖 犈０εｃ（ ）犖 －εｃｒ（ ）［ ］犖 ．

（１０）

式中：σｃ（狀）≤σ０，σ０为初始加载时的应力值；εｃ（犖）为

循环荷载作用犖 次后的峰值应变；εｃｒ（犖）为循环荷

载作用犖 次后的残余应变．

式（１０）即为混凝土的疲劳损伤本构模型，能很

好地考虑混凝土在疲劳荷载作用下的损伤累积和残

余变形等非线性因素．

１．２　模型参数的确定

１．２．１　变形模量损伤因子

式（１０）确定了混凝土的疲劳损伤本构模型，下

面对模型中参数的具体取值进行简化和确定．

犇（犖）为考虑混凝土疲劳过程刚度衰减的变形

模量损伤因子：

犇（犖）＝１－
犈（犖）

犈０
． （１１）

１．２．２　残余变形影响因子

根据文献［１１］的试验结果，混凝土在疲劳过程

中的残余应变和最大应变具有相同的三阶段发展规

律，其比值能很好地反映混凝土在疲劳过程的变形

特征，将其比值定义为混凝土疲劳残余变形影响因

子，即：

φｃｒ（犖）＝
εｃｒ（犖）

εｃ（犖）
． （１２）

式中：εｃｒ（犖）为循环荷载作用犖 次后的残余应变；εｃ

（犖）为循环荷载作用犖 次后的总应变．

将式（１１）和（１２）代入式（１０）得到：

σｃ（）狀 ＝ １－ （ ）［ ］犇 犖 １－φｃｒ（ ）［ ］犖 犈０εｃ（ ）犖 ．

（１３）

式（１３）即为混凝土疲劳损伤本构模型，在残余

变形影响因子确定的情况下，结合变形模量损伤因

子，即可得到混凝土塑性损伤本构模型．该模型能够

全面考虑混凝土残余变形和刚度退化对混凝土疲劳

受力行为的影响，物理意义明确，可以方便地用于混

凝土疲劳全过程的计算机分析．

２　模型验证

２．１　试验验证

利用文献［１２］中材料参数，根据式（１３）确定相

应的应力应变关系，与文献［１２］中试验数据对比分

析，如图２所示．

应变／ε

图２　疲劳应力应变曲线

Ｆｉｇ．２　Ｆａｔｉｇｕｅｓｔｒｅｓｓｓｔｒａｉｎｃｕｒｖｅ

由图２可看出，文中确定的混凝土疲劳损伤本

构模型与试验数据吻合较好，随着疲劳加载的进行，

混凝土强度减小，弹性模量降低，变化规律与实际基

本相符．

２．２　数值算例

为了进一步验证混凝土疲劳损伤本构模型，本

文以文献［１３］中经受疲劳作用的混凝土棱柱体试块

力学行为演变作为算例，验证混凝土疲劳损伤本构

模型的准确性．

试块尺寸７０ｍｍ×７０ｍｍ×２１０ｍｍ；强度等级

Ｃ１５；实测抗压强度犳ｃｍ＝１４．３５ＭＰａ；疲劳制度：σｍａｘ

＝０．８４犳ｃｍ，σｍｉｎ＝０．１犳ｃｍ；应力幅σ＝０．７４犳ｃｍ．

２．２．１　基本参数的取值

参考文献［１１］中残余应变和最大应变的计算公

式，确定混凝土的残余变形影响因子：

εｃｒ（犖）＝εｃｒ（１）＋

０．００１０５ε
１．９８
ｃ，ｍａｘ［１－

εｃ，ｍｉｎ

εｃ，ｍａｘ
］
５．２７

ε
１．４１
ｕｎｓｔａｂ

犖０．３９５；

（１４）

εｃ（犖）＝εｃ，ｍａｘ＋

０．００１０６ε
１．９８
ｃ，ｍａｘ［１－

εｃ，ｍｉｎ

εｃ，ｍａｘ
］
５．２７

ε
１．４１
ｕｎｓｔａｂ

犖０．３９５，

犖 ≤０．１犖ｆ； （１５）

εｃ（犖）＝εｃ（０．１犖ｆ）＋

９５
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０．００１０６ε
１．９８
ｃ，ｍａｘ［１－

εｃ，ｍｉｎ

εｃ，ｍａｘ
］
５．２７

ε
１．４１
ｕｎｓｔａｂ

犖０．３９５＋

１．１１［ε０－ε犮（０．１犖ｆ）］（
犖
犖ｆ
－０．１），

０．１犖ｆ＜犖 ≤犖ｆ． （１６）

式中：εｃ，ｍａｘ，εｃ，ｍｉｎ分别为循环荷载的上下限对应的

瞬时应变；εｃｒ（１）为应力循环第一次的残余应变；

εｕｎｓｔａｂ为疲劳变形第三阶段开始时混凝土的纵向总

变形．

参照大量研究结果，认为混凝土第三阶段开始

时混凝土的纵向总变形εｕｎｓｔａｂ与疲劳荷载应力幅和

疲劳次数无关，只取决于混凝土材料的性质．取混凝

土一次加载破坏时峰值应力对应的应变为ε０
［１４］．

考虑εｃｒ（１）为第一次加载卸载的残余应变，参

考文献［１５］取εｃｒ（１）＝０；

将式（１４）（１５）（１６）代入式（１２）计算残余变形影

响因子；

参考文献［１６］，考虑混凝土强度等级的影响，按

下式确定犇（犖）．

犇（犖）＝２６．３２５１－
１－

狀
犖（ ）
ｆ

０．９９６９５

１－
狀
犖（ ）
ｆ

０．

熿

燀

燄

燅

９９５８１ ．（１７）

选用ＡＢＡＱＵＳ的Ｃ３Ｄ８Ｒ单元，网格为５ｍｍ，

采用式（１３）定义的混凝土疲劳损伤本构关系，按照

式（１８）规定的混凝土累积损伤的破坏准则
［１７］，进行

建模分析．

εｃ，ｆａｉｌ≥０．４
犳ｃ
犈０
． （１８）

２．２．２　结果分析

疲劳过程中残余应变和最大应变计算结果与文

献中试验结果对比如图３和图４所示．

疲劳加载历程／（狀／犖ｆ）

图３　残余应变随加载历程的变化曲线

Ｆｉｇ．３　Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆｒｅｓｉｄｕａｌｓｔｒａｉｎ

ｗｉｔｈｌｏａｄｉｎｇｈｉｓｔｏｒｙ

疲劳加载历程／（狀／犖ｆ）

图４　纵向最大应变随加载历程的变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｏｆｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌｍａｘｉｍｕｍ

ｓｔｒａｉｎｗｉｔｈｌｏａｄｉｎｇｈｉｓｔｏｒｙ

根据应变计算结果，采用割线形式定义混凝土

变形模量，采用式（１１）计算混凝土在疲劳过程中的

损伤变量的演变规律，与文献［３］中考虑残余应变的

损伤演变模型对比如图５所示．

疲劳加载历程／（狀／犖ｆ）

图５　损伤演变曲线

Ｆｉｇ．５　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｄａｍａｇｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎ

结果分析：疲劳过程残余应变的数值模拟结果

与文献［１３］中试验结果相比略有偏大，但最大误差

没有超过１０％；疲劳过程最大应变在加载初期和临

近破坏阶段的数值模拟结果与试验结果基本相等，

中间稳定发展阶段略有偏小，最大误差在３％左右．

总体上看混凝土的残余应变和最大应变在整个疲劳

破坏的过程中都呈现倒Ｓ的三阶段递增的发展规

律，与试验数据吻合较好．

通过本文方法计算的损伤变量演化规律与文献

［３］的损伤演变模型计算值和文献中试验值相差较

小，吻合得很好，混凝土疲劳过程损伤演变都呈现倒

Ｓ的三阶段递增的发展规律．

分析表明：采用本文定义的残余变形影响因子，

能很好地反映混凝土的非线性特性，融入混凝土的

疲劳损伤本构模型，有助于揭示混凝土疲劳受力行

为的演变过程，为混凝土疲劳行为的计算机分析提

供了更简化、更精确的疲劳损伤本构模型．

０６
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３　结　论

１）本文定义的残余变形影响因子，其物理意义

明确，形式简单，能够准确地反映混凝土疲劳非线性

特性和受力行为的演变过程．

２）将残余变形影响因子作为参数，结合变形模

量损伤因子，能够简单直接地应用于混凝土损伤本

构模型，得到形式简单、物理意义明确的混凝土疲劳

损伤本构模型．

３）算例表明：考虑残余变形影响因子和变形模

量损伤因子的混凝土疲劳损伤本构模型能够全面反

映混凝土疲劳非线性特性，准确、便捷地用于混凝土

疲劳受力行为分析，误差在３％左右．

本文仅在等幅疲劳应力下研究混凝土疲劳损伤

本构模型，考虑加载频率以及变幅应力的影响将在

进一步的研究中展开．
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