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　　摘　要：研究质量时变系统的动态载荷识别技术，引入广义模态概念，在初瞬时的模态

空间中利用模态叠加法得到部分解耦的动力学方程，结合考虑质量变化效应的虚拟变形法

和Ｄｕｈａｍｅｌ积分，构建反演动态力的２种分析途径．一种是基于加速度反演的连锁递推格

式，另一种是基于位移和加速度反演的正则化求解格式．分析２个动载荷作用下的变质量多

自由度系统，利用Ｅｕｌｅｒ中点辛差分方法求得系统的响应，将其叠加随机噪声以模拟测点响

应，然后，应用２种模态力反求格式反演动载荷．研究结果表明，连锁递推格式计算效率高，

但对加速度测量噪声敏感；正则化求解格式的稳健性较高．
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第８期 彭　凡等：质量时变系统的动载荷识别

　　许多工程领域存在质量等振动参数随时间发生

变化的动力学问题 ［１－５］．质量时变系统的动力学响

应分析方法主要包括２类，一类是直接积分法，包括

Ｎｅｗｍａｒｋ法和各类差分算法
［６］；另一类是基于短

时时不变假设的模态叠加法［７－８］．与动力响应分析

相对应的是质量时变振动系统的载荷反求，如考虑

质量快速减少的运载工具的脉动推力反求，这在工

程上也是非常有意义的课题．针对时不变结构的动

态载荷识别，已经发展了较为丰富的方法与技

术［９］．然而，关于时变结构的动态载荷识别方法的

研究还较少，张青霞等［１０］将车桥系统视为质量时

变系统，移动荷载的反求转化为移动质量的识别，基

于虚拟变形法识别移动质量．

本文研究质量时变系统载荷识别方法，在初始

模态空间中，结合模态叠加和虚拟变形技术，构造模

态力反求格式，经模态转换得到相应的物理量．分析

变质量多自由度系统，首先由差分法计算受激振动

响应，将其叠加噪声以模拟测量信号，然后，反求模

态力得到动载荷，比较２种反求格式的有效性及

优劣．

１　初始模态空间中的模态力计算格式

１．１　基于初始模态求解时变质量系统的动力学方程

考虑自由度数为狀的变质量系统，其动力学方

程为［７］：

犕（狋）̈狓＋犆狓＋犓狓＝犉（狋）＋犕（狋）狌狉． （１）

式中：犕 为时变的质量矩阵；犉（狋）为外激励力；犕 为

质量矩阵的时间变化率；狌狉为变化的质量相对原质

点的速度矢量．式（１）右边第２项是系统质量变化获

得的作用力，如火箭推力．不失一般性，不考虑该项，

假设质量减少或并入的相对速度是零．由此，式（１）

写为：

犕０̈狓＋犆狓＋犓０狓＝犉（狋）－Δ犕（狋）̈狓． （２）

式中：犕０为初始质量矩阵；Δ犕（狋）为与时间相关的

增量质量矩阵，即

Δ犕 ＝犕（狋）－犕０ ． （３）

考虑初始振动参数构成的自由振动系统，有

犕０̈狓＋犆狓＋犓狓＝０． （４）

采用比例阻尼模型，犆＝α犕０＋β犓．将基于式（４）得

到的振型空间称为初始模态空间，取前面狀狊阶模

态，相应的模态矩阵表示为Φ，其维数为狀×狀狊．对式

（２）所描述的振动系统，进行如下变量转换：

狓＝Φ狇． （５）

式中：狇为初始模态空间中的狀狊个模态坐标组成的

列向量．将式（５）代入式（２），两边同时左乘Φ
Ｔ，得到

狇̈＋ｄｉａｇ（２ξ犻ω犻）
狇＋ｄｉａｇ（ω

２
犻）狇＝犙（狋）－Δ珨犕̈狇．

（６）

式中：ω犻和ξ犻（犻＝１，２，…，狀狊）分别为初始瞬时的频

率和模态阻尼比；ｄｉａｇ（…）表示对角矩阵．右端各项

分别为：

犙＝Φ
Ｔ犉（狋）；Δ珨犕 ＝Φ

Ｔ
Δ犕（狋）Φ． （７）

式中：犙为初始模态空间中的模态力．

式（６）中若右边的质量改变项为零，则对应的结

构为初始结构．如果已知初始结构的响应，根据虚拟

变形法，结构模型变化后的响应可通过引入的虚拟

力求出［１１］．由此，在零初始条件下，可由初始系统的

Ｄｕｈａｍｅｌ积分得到式（６）的解为：

狇＝∫
狋

０
犎（狋－τ）［犙（τ）－Δ珨犕（τ）̈狇（τ）］ｄτ． （８）

式中：犎（狋）为单位脉冲响应函数构成的对角矩阵；犎

（狋）＝ｄｉａｇ（犺犻），其中的对角项为脉冲响应函数．

犺犻＝ｅ
－ξ犻ω犻狋ｓｉｎ（ω

′
犻狋），犻＝１，…，狀狊． （９）

式中：ω
′
犻 ＝ω犻 １－ξ

２
槡 犻 ．式（８）可具体展开为：

狇犻＝∫
狋

０
犺犻（狋－τ）犙犻（τ）－Δ珨犕犻犼（τ）̈狇犼（τ［ ］）ｄτ．

（１０）

下面构建由已知响应求模态力的２种反演

途径．

１．２　模态力反演的连锁递推格式

引入以下参向量：

［犃犙，犃犕］＝∫
狋

０
ｄｉａｇ［ｅ－ξ犻ω犻

（狋－τ）ｃｏｓ（ω
′
犻τ）］×

［犙（τ），Δ珨犕（τ）̈狇（τ）］ｄτ；

［犅犙，犅犕］＝∫
狋

０
ｄｉａｇ［ｅ－ξ犻ω犻

（狋－τ）ｓｉｎ（ω
′
犻τ）］×

［犙（τ），Δ珨犕（τ）̈狇（τ）］ｄτ．

（１１）

由式（８）导出模态加速度为：

（犐＋Δ珨犕）̈狇＝犙－ｄｉａｇ（α犻）（犃犙 －犃犕）＋

ｄｉａｇ（β犻）（犅犙 －犅犕）．
（１２）

式中：犐为狀阶单位矩阵．

α犻 ＝ ω
′
犻－ξ

２
犻ω

２
犻／ω

′（ ）犻 ｓｉｎω
′
犻狋＋２ξ犻ω犻ｃｏｓω

′
犻狋；

β犻 ＝ ω
′
犻－ξ

２
犻ω

２
犻／ω

′（ ）犻 ｃｏｓω
′
犻狋－２ξ犻ω犻ｓｉｎω

′
犻狋．

针对式（１２）构造等步长递推格式，时间步长为

Δ狋，第犾步（犾＝０，１，２，…）所对应的时间狋犾＝犾Δ狋，采

用梯形求积法离散，可得如下递推式：

犾＝０，犃
（０）
犙 ＝犃

（０）
犕 ＝犅

（０）
犙 ＝犅

（０）
犕 ＝０；

犾≥１，

［犃
（犾）
犙 ，犃

（犾）
犕 ］＝ｄｉａｇ（μ犻）［犃

（犾－１）
犙 ，犃

（犾－１）
犕 ］＋

Δ狋
２
｛ｄｉａｇ（μ犻ｃｏｓω

′
犻Δ狋）［犙

（犾－１），Δ犕
（犾－１）̈
狇
（犾－１）］＋

ｄｉａｇ（ｃｏｓω
′
犻Δ狋）［犙

（犾），Δ犕
（犾）̈
狇
（犾）］｝；

（１３ａ）

３５
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［犅
（犾）
犙 ，犅

（犾）
犕 ］＝ｄｉａｇ（μ犻）［犅

（犾－１）
犙 ，犅

（犾－１）
犕 ］＋

Δ狋
２
｛ｄｉａｇ（μ犻ｓｉｎω

′
犻Δ狋）［犙

（犾－１），Δ犕
（犾－１）̈
狇
（犾－１）］＋

ｄｉａｇ（ｓｉｎω
′
犻Δ狋）［犙

（犾），Δ犕
（犾）̈
狇
（犾）］｝．

（１３ｂ）

式中：μ犻 ＝ｅ
－ξ犻ω犻Δ狋；上标括号中的犾与犾－１分别表

示第犾和犾－１递推步．结合式（１２）和式（１１），将当

前时间步的模态力表示为：

ｄｉａｇ（狊犻）犙
（犾）
＝ （犐＋Δ珨犕

（犾））̈狇
（犾）
－ｄｉａｇ（α

（犾）
犻 ）·犃

（犾）
犕 ＋

ｄｉａｇ（β
（犾）
犻 ）·犅

（犾）
犕 ＋ｄｉａｇ（γ犻μ犻）·犙

（犾－１）
Δ狋／２＋

ｄｉａｇ（α
（犾）
犻 μ犻）·犃

（犾－１）
Ｑ －ｄｉａｇ（β

（犾）
犻 μ犻）·犅

（犾－１）
Ｑ ．

（１４）

式中：狊犻＝１－ξ犻ω犻Δ狋；

γ犻 ＝ ω
′
犻－ξ

２
犻ω
２
犻

ω
′（ ）
犻

ｓｉｎω
′
犻Δ狋＋２ξ犻ω犻ｃｏｓω

′
犻Δ狋；

α
（犾）
犻 ＝ ω

′
犻－ξ

２
犻ω
２
犻

ω
′（ ）
犻

ｓｉｎ（ω
′
犻犾Δ狋）＋２ξ犻ω犻ｃｏｓ（ω

′
犻犾Δ狋）；

β
（犾）
犻 ＝ ω

′
犻－ξ

２
犻ω
２
犻

ω
′（ ）
犻

ｃｏｓ（ω
′
犻犾Δ狋）－２ξ犻ω犻ｓｉｎ（ω

′
犻犾Δ狋）．

１．３　模态力反演的正则化求解

在式（１０）中，令

珟犙犻（狋）＝犙犻（狋）－Δ珨犕犻犼（狋）̈狇犼（狋）． （１５）

将式（１０）的求积区间划分成长为 Δ狋的犿 等

分，各节点对应的时间为狋犾＝犾Δ狋，犾＝０，１，…，犿，用

矩形求积离散卷积得到：

狇犻 ＝犌犻珟犙犻． （１６）

式中：狇犻＝［狇
（１）
犻 ，…，狇

（犿）
犻 ］Ｔ，珟犙犻＝［珟犙

（０）
犻 ，…，珟犙

（犿－１）
犻 ］Ｔ

分别表示第犻阶模态位移狇犻及模态力犙犻在犿 个时

间节点所取值构成的向量．

犌犻 ＝

犺
（１）
犻

犺
（２）
犻 犺

（１）
犻

  

犺
（犿）
犻 犺

（犿－１）
犻 … 犺

（１）

熿

燀

燄

燅犻

Δ狋．

式中：犺
（犾）
犻 （犾＝１，…，犿）为第犻个单位脉冲响应函数

在时间狋犾的取值．

采用截断奇异值分解的正则化方法［１２］反求式（１６）

的模态力．首先将核函数矩阵犌犻作奇异值分解．

犌犻 ＝犝犻ｄｉａｇ（σ犻，犼）犞
Ｔ
犻． （１７）

式中：σ犻，犼（犼＝１，２，…，犿）为奇异值；犝犻和犞犻分别为

左奇异值和右奇异值酉矩阵．引入正则化算子犳（λ，

σ犻，犼），当小奇异值σ犻，犼趋于零，犳（λ，σ犻，犼）／σ犻，犼也趋于

零，由此可得到实际载荷的一个稳定的近似估计．

珟犙犻 ＝犞犻ｄｉａｇ（犳（λ犻，σ犻，犼）σ
－１
犻，犼）犝

Ｔ
犻狇犻． （１８）

式中：λ犻为正则化参数．取

犳λ犻，σ犻，（ ）犼 ＝
１，σ

２
犻，犼≥λ犻，

０，σ
２
犻，犼＜λ犻

烅
烄

烆 ．
（１９）

采用广义交叉验证准则［１３］（ＧＣＶ）得到λ犻，为此，构

造如下函数：

犎（λ犻）＝
‖犈狇犻‖

２

［ｔｒ（犈）］２
． （２０）

式中：犈＝犐－犌犻［犌犻
Ｔ犌犻＋λ犻犐］

－１犌犻
Ｔ；ｔｒ（犈）表示犈的

迹．犎（λ犻）的极小值点就是正则化参数．

１．４　动载荷分析

设振动系统同时作用了待识别的动态载荷犉犻

（犻＝１，２，…，ν），则由式（７）的第１式，将模态力

写为：

犙＝Φ
Ｔ犘． （２１）

式中：犘＝［犉１犉２…犉ν］
Ｔ；Φ

Ｔ为Φ
Ｔ中与犉犻作用点

相对应列向量所构成的矩阵．由犽个测点的响应反

演ν个载荷，满足犽≥ν，测点的位移与加速度响应分

别为：

珘狓＝Ψ狇；珘狓
¨
＝ Ψ̈狇． （２２）

式中：珘狓＝ ［狓犺１（狋）…狓犺犽（狋）］
Ｔ ；

珘狓
¨
＝ ［̈狓犺１（狋）…狓̈犺犽（狋）］

Ｔ ．

Ψ由Φ 中相应的犽个列向量组成．结合最小二

乘，得初始模态空间中的模态位移与模态加速度分

别为：

狇＝ （Ψ
Ｔ
Ψ）－

１
Ψ
Ｔ
珘狓；̈狇＝ （Ψ

Ｔ
Ψ）－

１
Ψ
Ｔ
珘狓
¨
． （２３）

利用式（１４）或（１８），反求模态力，最后，再根据

式（２１）给出动态载荷的最小二乘解：

犘＝ （ΦΦ
Ｔ）－１Φ犙． （２４）

２　算例及方法讨论

考虑图１所示的狀个自由度的质量时变系统，

第犻个质点的初始质量为犿０犻＝４０［２＋犻（－１）
犻／狀］，

单位为ｋｇ；弹簧刚度犈犻＝１５×１０
５［２＋犻（－１）

（犻＋１）／

狀］，犻＝１，…，狀，单位为 Ｎ／ｍ．各质点以速率犿０犻×

０．８／狋犲减少其质量，其中狋犲表示计算时间．在质点１

和６质点上分别施加动载荷犉１与犉２，单位为Ｎ，分

别有：

犉１ ＝４００（１－ｅ
－２０狋）＋１００ｓｉｎ（６π狋）；

犉２ ＝２００ｅ
－狋ｃｏｓ（２π狋）．

图１　狀自由度变质量系统

Ｆｉｇ．１　Ｍａｓｓｖａｒｉａｂｌｅｓｙｓｔｅｍｏｆ狀ＤＯＦｓ

４５



第８期 彭　凡等：质量时变系统的动载荷识别

　　采用欧拉中点辛差分格式求解图１所示系统的

动力学响应，在其上叠加噪声以模拟实测响应．参考

式（１），令狔＝狓，引入２狀个状态变量组成的向量犣

＝［狓Ｔ，狔
Ｔ］Ｔ，则

犣＝犳狋（犣）＝
０ 犐

－犕
－１犓 －犕

－１［ ］
犆
犣＋

０

犕－１
［ ］

犉
．

（２５）

用Ｅｕｌｅｒ中点辛差分格式
［６－７］求解式（２５），有

犣犾＋１ ＝犣犾＋
Δ狋
２
犳犾＋１

犣犾＋１＋犣犾（ ）２
＋犳犾

犣犾＋１＋犣犾（ ）［ ］２
．

（２６）

由式（２５）和（２６），得到下面计算格式：

Γ
′
犾＋１犣犾＋１ ＝Γ

″
犾＋１犣犾＋Γ


犾＋１ ． （２７）

式中：Γ犾＋１ 为２狀维列向量；Γ
′
犾＋１ 与Γ

″
犾＋１ 为２狀阶方

阵，分别有：

Γ

犾＋１ ＝Δ狋

犐

０．５［（犕
（犾＋１））－１犉

（犾＋１）
＋（犕

（犾））－１犉
（犾）［ ］］ ；

Γ
′
犾＋１ ＝

犐 －
Δ狋
２
犐

Δ狋
４
（犕

（犾＋１））－１犓 犐＋
Δ狋
４
（犕

（犾＋１））－１

熿

燀

燄

燅
犆

＋

　　

０ ０

Δ狋
４
（犕

（犾））－１犓 Δ狋
４
（犕

（犾））－１

熿

燀

燄

燅
犆
；

Γ
″
犾＋１ ＝

犐 －
Δ狋
２
犐

－
Δ狋
４
（犕

（犾＋１））－１犓 犐－
Δ狋
４
（犕

（犾＋１））－１

熿

燀

燄

燅
犆

＋

０ ０

－
Δ狋
４
（犕

（犾））－１犓 －
Δ狋
４
（犕

（犾））－１

熿

燀

燄

燅
犆
．

考虑狀＝１６的系统，在初始模态空间中的固有

频率为２．６５～６７．９Ｈｚ．设定零初始条件，由式（２７）

进行正问题分析，取时间步长Δ狋＝０．００２ｓ，求得响

应后，叠加随机噪声作为模拟实测量．

χｅｒｒ＝χ＋ηｓｔｄ（χ）犖狉． （２８）

式中：χｅｒｒ为叠加了噪声的模拟实测量；χ为正问题

计算所得响应；ｓｔｄ（χ）为对应的标准差；η为噪声水

平；犖狉为－１～１的随机数．然后，取前８阶模态叠

加进行载荷反演，由８个质点１，２，５，６，９，１０，１２和

１４的响应反求２个动态力．不考虑测量噪声，即η＝

０，分别基于模态力的连锁递推反求（式（１４））和正则

化反求（式（１８））得到的动载荷结果如图２所示，由

图２可见，反演载荷与实际载荷吻合．再考虑η＝

２％，２个动载荷的识别结果分别如图３与图４所

示，可见，考虑测量噪声的影响后，采用式（１４）进行

反求时，在最初阶段，识别结果与实际载荷相差很

小，但随时间增大，两者的偏离越来越明显．递推计

算对初值敏感，产生明显累积误差，其原因在于式

（１４）中模态力前面的系数项狊犻小于１，每一步都放

大了误差．图３和４同时表明，基于正则化反演所得

结果均是在实际载荷值附近波动，动载荷随时间变

化的趋势与实际情形相同，正则化反演对测量噪声

有较好的抑制作用．考察式（１５）可见，由于质量时变

项的存在，模态力反求后，其精度仍然受到加速度测

量噪声的直接影响，这是导致动载荷反演结果在实

际载荷附近波动的主要原因，对测量信号进行滤波，

尽量减少噪声污染是提高识别精度的一条重要途

径．从计算效率来考虑，连锁递推的计算量小，而正

则化反演需对每阶模态力求高阶代数方程组，相应

的计算量显著增加．

狋／ｓ

图２　η＝０时的载荷识别结果

Ｆｉｇ．２　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｌｏａｄｓｗｉｔｈη＝０

狋／ｓ

图３　η＝２％时载荷犉１的识别结果

Ｆｉｇ．３　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｌｏａｄ犉１ｗｉｔｈη＝２％

５５
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狋／ｓ

图４　η＝２％时载荷犉２的识别结果

Ｆｉｇ．４　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｌｏａｄ犉２ｗｉｔｈη＝２％

３　结　论

在初始模态空间中建立变质量系统动载荷识别

途径．以变质量多自由度系统的动态激励反演为算

例，考察所构造的２种模态力反求格式的稳健性和

耐噪性．１）利用离散Ｄｕｈａｍｅｌ积分构造的模态力连

锁递推计算仅需加速度测量信号，且计算量小，但容

易产生误差累积导致反演结果对初值敏感．２）利用

位移的Ｄｕｈａｍｅｌ积分离散进行模态力的正则化求

解格式需要位移、加速度测量信号，稳健性较第１种

方法强，计算量较大．
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