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要!考虑地层位移荷载及梁与地基可能产生的脱空#针对长度在沉降槽内和长度延

伸到沉降槽外的
$

种梁建立了弹性地基梁对称问题的数学模型
<

利用阶梯函数及脉冲函数#

在所建数学模型基础上推导了求解弹性地基梁挠度的傅里叶级数系数的线性方程组#提出

了计算方程组中脱空范围这一多余未知量的迭代步骤#利用有限元数值解对傅里叶级数解

进行了验证
<

结果表明#傅里叶级数解精度高#可以作为带有脱空弹性地基梁问题的解析解#

要达到相同的精度#傅里叶级数解的计算量远比有限元解的计算量小
<

此外#脱空范围的大

小#不随级数项数的多寡而改变
<

傅里叶级数解法不但精度高#而且能够灵活处理不同形式

的荷载#是求解复杂荷载条件下弹性地基梁问题的有效解析方法
<

关键词!地下结构$弹性地基梁$地基沉降$脱空$傅里叶级数
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管线及轨道可以将其视为弹性地基梁进行受力

和变形分析
<

地下工程施工引起的地层沉降会对地

下管线及铁路和地铁轨道施加土层位移荷载
<

基坑

工程施工中#土方开挖可能使地下管线悬空#导致管

线与地层产生脱空$隧道穿越工程施工中#下伏隧道

开挖引起地层沉降较大时#会导致上覆隧道中的轨

道与其隧道底板的脱离'

&`$

(

<

管线由于悬吊需要承

受集中荷载#轨道需要承受轮压作用
<

因此#承受地

层位移荷载并与地基产生脱空的弹性地基梁模型#

具有实际需要和理论意义
<

0464,

7

2

'

#

(对弹性地基梁进行了较早的系统研

究#提出了经典弹性地基梁微分方程的通解
<

刘齐

建'

!

(在改进
;.-5)3

双参数地基模型基础上#提出了

考虑埋深影响的弹性地基梁计算模型
<

夏桂云等'

"

(

考虑地基及梁的抗剪能力#建立了双参数地基

[2R)5H4,G)

梁的微分方程#给出了初参数解和传

递矩阵法#并利用初参数解建立了有限元列式
<

严宗

达'

?

(系统地讨论了梁!包括弹性地基梁"的傅里叶

级数解法#但没有考虑土层位移荷载
<

杨维加'

@

(将

地基反力表示为三角级数#采用配点法建立方程求

解级数的系数#可以处理边荷载)变截面梁)有限深

地基等问题#但不能处理地基与梁的脱空#也没有考

虑土层位移荷载
<N664]4..

等'

'

(采用弹性地基梁方

法系统地分析了地下管线由于土层沉降产生的响

应
<

张坤勇等'

B

(在文献'

#

(通解的基础上#假定土层

的位移函数及管线位移的特解均可用多项式表达#

然后根据边界条件及不同区段间的连续性条件确定

积分系数
<

姜玲等'

&%

(探讨了弹性地基无限长梁的初

参数解法
<

杨成永等'

&&

(研究了地下管线作为弹性地

基梁的大变形问题
<

文献'

B`&&

(均可称为解析方

法#均只能够求解无限长梁
<

叙述梁变形的控制微分方程)右端荷载及梁端

部的约束条件后#给出了阶梯函数及脉冲函数的傅

里叶级数展开式
<

把阶梯函数及脉冲函数引入到控

制微分方程#推导了求解长梁及短梁挠度的傅里叶

系数的线性方程组
<

讨论了线性代数方程组的解法
<

最后进行了傅里叶级数解与有限元数值解的对比计

算和梁长度划分的讨论
<

.

!

梁变形的数学模型

图
&

为梁受力和变形示意图
<

参见图
&

#考虑置

于地基上的梁#受自重)对称的地基沉降)集中力和

集中弯矩作用
<

在中间区域#梁的挠度可能小于地基

沉降#因此梁与地基将产生脱空
<

图
&

!

梁受力和变形示意图

O2

W

<&

!

O)+:45),-K4-R-,II4/)+R-62),)/6H4K4-R

梁的控制微分方程可以写为%
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式中%

#

为梁的挠度#

R

#向上为正$

$

为梁轴线的坐

标#

R

$

!

为梁弹性模量#

a-

$

"

为梁横截面的惯性矩#

R

!

$

&

为右端荷载
<

只考虑一对集中力和一对集中弯矩作用#右端

荷载可以写为%

&

%
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*

#
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#接触区段!
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式中%

'

为地基系数#

a-

+

R

$

(

为梁宽度#

R

$

)

为地

基沉降#

R

#向上为正$

!

为梁的线密度#

G

W

+

R

$

+

为

重力加速度#

R

+

5

$

$

-

为集中荷载#

8

#向上为正$

.

%

为集中弯矩#

8

,

R

#以图
&

中的弯曲方向为正$

/

为

梁与地基脱开范围的半宽#

R<

如果考虑多个集中力或者弯矩#推导公式将有

所不同#但并不造成困难
<

地基沉降在级数解法中可以为任意形式
<

为明

确起见#假定其符合正态曲线
<

)

%*
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$

$
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$0

$

!
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式中%

)

%

为地基最大沉降#

R

$

0

为沉降槽参数#即地

基沉降曲线反弯点距
$b%

处的水平距离#

R<

相对于沉降槽的宽度来说#梁可以分为-槽外

梁.和-槽内梁.

<

一般地!见图
&

"#当梁长大于沉降

槽参数的
"

倍时!

1

$

$<"0

"#称为槽外梁$反之!

1

%

$<"0

"称为槽内梁
<

@#&
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梁两端的边界条件如下%

对于槽外梁#梁两端转角为
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#
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对于槽内梁#梁两端弯矩为
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#
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1

"

%
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"

无论槽外梁和槽内梁#两端剪力均为
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#
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阶梯函数和脉冲函数

因为要分析梁与地基的脱空#需要用到
04-32A
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阶梯函数
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进行傅里叶级数求解#需要把各个变量展成三

角级数
<

由于对称#各变量均可展成余弦级数
<

阶梯函数
5

在'

`1

#

c1

(上的余弦级数展

开为%

5

!

$
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%
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式中%

5

%

和
5

6

为级数的系数
<

由于梁上有集中力和集中弯矩作用#需要用到

脉冲函数!

#

函数"及其一阶导数
<

脉冲函数可表

示为%

#
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式中%
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为集中力或弯矩作用的位置
<
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脉冲函数一阶导数的级数展开为%
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傅里叶级数解法

把式!

$

"代入式!

&

"#并引入阶梯函数及脉冲函

数#得

!"

I

!

#
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式!

&'

"中阶梯函数及脉冲函数如前述已展开成

三角级数#下面把其他各项也用三角级数表示
<

地基沉降
)

在'

1̀

#

c1

(上的级数展开为%

)

!

$

"

%

(

%

$

,

'

d
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%
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式中%

(

%

和
(

6

为级数的系数
<

在槽内梁情况下#难于找到被积函数式!

#

"的原

函数#式!

$%

"和!

$&

"需要进行数值积分
<

对于槽外

梁#有

(

%

*

&

1

(

d

`d

)

!

$

"

I$

%*

$槡"

0

1

)

%
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"

(
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&
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d
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)
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$槡"
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)

%
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*
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"

0
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1

$

!

$#

"

关于梁挠度
#

的级数展开#对于槽内梁#需要

在傅里叶级数上添加补充项#可写为%

#

!

$

"

%

/

%

$

,

'

d
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&
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式中%

/

%

和
/
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为待求的系数$

$

%

为梁两端的转角#

+-I<

为讨论方便#记

7
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$

"

%

/
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$
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d
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"
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!
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式中%

7

!

$

"为梁挠度的级数部分$

8

!

$

"为梁挠度的

补充项部分
<

对于槽外梁#可令
$

%

b%

#式!

$!

"中便无

补充项
<

下同
<

应注意到#公式!

$!

"已满足梁端条件式!

!

")!

"

"

和式!

?
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<

由式!

$!

"可知#梁挠度的各阶导数为%

#

2

!

$

"

%*

'

d

6

%

&

/

6

6

"

1

52,

6

"

$

1

,$

%

$

1

!

$@

"

#

4

!

$

"

%*

'

d

6

%

&

/

6

6

"

! "

1

$

:)5

6

"

$

1

,$

%

&

1

!

$'

"

'#&



第
#

期 杨成永等%对称荷载作用下弹性地基梁的傅里叶级数解

#

"

!

$

"

%

'

d

6

%

&

/

6

6

"

! "

1

#

52,

6

"

$

1

!

$B

"

#

44

!

$

"

%

'

d

6

%

&

/

6

6

"

! "

1

!

:)5

6

"

$

1

!

#%

"

阶梯函数
5

与补充项
8

的乘积
8

!

$

"

5

!

$

"在

'

1̀

#

c1

(上的级数展开为%

9

!

$

"

%

9

%

$

,

'

d

6

%

&

9

6

:)5

6

"

$

1

!

#&

"

9

%

%

&

1

(

1

*

1

8

!

$

"

5

!

$

"

I$

%

/

*

$

#

1

*

/

#

#1

$

!

#$

"

9

6

%

&

1

(

1

*

1

8

!

$

"

5

!

$

"

:)5

6

"

$

1

I$

%

!!

$S

6

$

"

$

!

*

&

"

6

,

:

!

/

" !

##

"

:

!

/

"

%

!

1

6

"

,

$1

6

#

"

#

*

/

$

6

"

1

"

52,

6

"

/

1

*

!!

$/

6

$

"

$

:)5

6

"

/

1

!

#!

"

下面计算阶梯函数
5

与地基沉降
)

及梁挠度

级数项
7

的乘积
<)

与
5

乘积
)

!

$

"

5

!

$

"的傅里

叶级数为%

;

!

$

"

%

%

%

$

,

'

d

6

%

&

%

6

:)5

6

"

$

1

!

#"

"

根据傅里叶级数相乘的法则'

?

(

#利用式!

'

"和

式!

&B

"#有

%

%

%

(

%

5

%

$

,

'

d

<

%

&

(

<

5

<

!

#?

"

%

6

%

(

%

5

6

$

,

&

$

'

d

<

%

&

(

<

!

5

<

,

6

,

5

=

<

*

6

=

" !

#@

"

式中%

+

"

+

表示绝对值#下同
<

7

与
5

的乘积
7

!

$

"

5

!

$

"#利用式!

'

"和式

!

$"

"可得%

>

!

$

"

%

&

%

$

,

'

d

6

%

&

&

6

:)5

6

"

$

1

!

#'

"

&

%

%

/

%

5

%

$

,

'

d

<

%

&

/

<

5

<

!

#B

"

&

6

%

/

%

5

6

$

,

&

$

'

d

<

%

&

/

<

!

5

<

,

6

,

5

=

<

*

6

=

" !

!%

"

将式!

&$

")!

&"

")!

#%

")!

#&

")!

#"

")!

#'

"代入方

程!

&'

"后#有

&

%

,

9

%

$

%

%

%

%

*

$

+

!*

-

#

%

,

.

%

#

2

%

'K

!"

!

?

"

1

"

!

/

6

,

'(

&

6

,

'(9

6

$

%

%

!!

'(

%

6

,

-

#

6

*

.

%

#

2

6

#

?

%

&

#

$

#

#

,

-

.

#/

!

!&

"

式!

!&

"为无穷线性代数方程组
<

把式!

#B

"和

!

!%

"的
&

%

和
&

6

代入式!

!&

"#只取前
?

项#最终得到%

5

%

/

%

$

,

'

?

<

%

&

5

<

/

<

,

9

%

$

%

%

!!

%

%

*

$

+

!*

-

#

%

,

.

%

#

2

%

'(

'(

$

5

6

/

%

,

!"

!

6

"

1

"

!

/

6

,

'(

$

'

?

<

%

&

!

5

<

,

6

,

!!

5

<

*

6

"

/

<

,

'(9

6

$

%

%

'(

%

6

,

!!

-

#

6

*

.

%

#

2

6

#

6

%

&

#

$

#/#

,

-

.

?

!

!$

"

式!

!$

"即为确定式!

$!

"中待定系数
/

%

)

/

6

及梁

端转角
$

%

的方程组
<

1

!

方程组的求解

式!

!$

"有
?c&

个方程#

?c#

个未知量#分别是

/

%

至
/

?

$脱空范围
/

#含在
5

6

!

6b%

#

$?

"中$梁端部

转角
$

%

<

对于槽外梁#式!

!$

"中无
$

%

项
<

对于槽内梁#为

了确定
$

%

#需要利用梁端弯矩为
%

的条件
<

由式!

#'

"

可补充
&

个方程%

'

?

6

%

&

!

*

&

"

6

,

&

6

"

! "

1

$

/

6

,

&

1

$

%

%

%

!

!#

"

对脱空范围
/

#可采用迭代方法确定#确定方法

如下%

首先假设梁全长与地基接触#没有脱空#即
/b

%

#然后计算得到挠曲线
#

!

$

"

<

若全长均有
#

!

$

"

$

)

!

$

"#表示无脱空#那么该解即为所求之解
<

如果有

脱空#即若存在
#

!

$

"

%

)

!

$

"的区域#则从
$b%

处

往两侧寻求脱空点
#

!

$

"

b)

!

$

"的坐标#记为
$

!

&

"

#

该坐标即为
/

的第
&

次近似值
<

令
/b$

!

&

"进行第
$

次求解#得到
$

!

$

"

<

以此类推直到
$

!

6

"和
$

!

6`&

"足够

接近为止
<

最后一轮计算得到的
$

!

6

"

b/

及
#

!

$

"即

为该问题的傅里叶级数解
<

确定待定系数
/

%

)

/

6

及梁端转角
$

%

后#梁挠度

曲线式!

$!

"就完全确定了
<

梁的弯矩及剪力可以根

据挠度曲线计算
<

.

%

!"

I

$

#

I$

$

!

!!

"

@

%

!"

I

#

#

I$

#

!

!"

"

式中%

.

为弯矩#

8

,

R

$

@

为剪力#

8<

2

!

模型验证

2<.

!

级数解与数值解的比较

为验证傅里叶级数解答的正确性#采用
N8A

B#&



!!

湖南大学学报!自然科学版"

$%&'

年

9T9

有限元软件对同一个算例进行计算
<

计算参数为%梁底面宽
&":R

#截面面积
@@<!"

:R

$

#弹性模量
$<&e&%

"

=a-

#惯性矩
#$&@:R

!

<

地

基系数
$%=a-

+

R<

地基沉降槽宽度参数
0b#R

#最

大沉降
)

%

b"%RR<

槽外梁的计算范围取
#?R<

槽

内梁长度取
&%R<

槽内梁计算时#式!

$%

"和式!

$&

"的积分采用自

适应辛普生法'

&$

(

<

级数解中取级数项数分别为
$%

项)

"%

项)

&%%

项)

&"%

项和
$%%

项进行计算#得出计

算结果#发现第
&%%

项后#结果变化很小
<

因此#取

&%%

级数项的解作为级数解结果
<

有限元计算中#地基对梁的作用通过弹簧单元

!单元号
SE8X&'%

"模拟#地基与梁间的脱空由弹簧

单元的不抗拉特性并经
N89T9

软件自行迭代实

现
<

槽外梁两端轴向位移及转动被约束#槽内梁只约

束中点的轴向位移
<

梁承受自身重力#地基对梁的位

移荷载施加到弹簧单元连接地基的一端
<

槽外梁和槽内梁均剖分为单元号为
QPN=&''

的梁单元
<

单元长度分别为
"%:R

)

$%:R

)

&%:R

)

"

:R

和
$<":R

的有限元计算结果表明#当单元长度

小于
":R

时#计算结果变化很小
<

因此#取
":R

的

计算值作为有限元计算结果
<

此时槽外梁划分单元

@$%

个#槽内梁划分单元
$%%

个
<

计算结果列于表
&<

级数解的部分梁挠度曲线

见图
$<

表
.

!

级数解与数值解计算结果

3&"4.

!

5)#67$#"

*

#)%8)#9)$:,-&;-;69)%8'&79)$:,-

工况

编号
梁承受荷载

梁长度

+

R

梁脱空范围
/

+

R

梁中点沉降

+

RR

梁中点弯矩

+!

G8

,

R

"

集中荷载作用点

梁沉降+
RR

集中荷载作用点

梁弯矩+!

G8

,

R

"

级数解 数值解 级数解 数值解 级数解 数值解 级数解 数值解 级数解 数值解

&

$

梁自重)地基沉陷
#?

&%

"<?'

!<!%

"<?'

!<!#

$&<B?

$"<?@

$&<B?

$"<?B

@<#%

?<'%

@<#$

?<'!

`

`

`

`

`

`

`

`

#

!

梁自重)地基沉陷)集中力
`$%

G8

作用于
$b%R

处

#?

&%

$<!%

&<##

$<!#

&<#'

!@<B'

!B<!B

!@<''

!B<"%

#"<"#

#?<""

#"<@'

#?<@!

`

`

`

`

`

`

`

`

"

?

梁自重)地基沉陷)集中力
`&%

G8

作用于
$b

#

#R

处

#?

&%

#<#%

$<'@

#<!'

$<''

#'<'%

!&<#"

#'<?"

!&<#$

&"<#B

&?<!%

&"<#&

&?<!"

$'<'"

#%<@$

$'<@B

#%<@$

&$<"&

&#<?@

&$<@%

&#<@?

@

梁自重)地基沉陷)集中力
`"%

G8

作用于
$b

#

&$R

处
#? "<@% "<'' $&<$' $&<&@ @<&B @<&B !<'@ !<'B $%<#? $&<$'

'

B

梁自重)地基沉陷)集中弯矩
&%

G8

,

R

作用于
$b

#

#R

处

#?

&%

"<&%

#<'"

"<&'

#<@'

#&<&?

#'<$@

#&<%"

#'<$B

&#<&'

&?<%B

&#<%'

&?<&B

$$<@#

$@<'!

$$<?@

$@<'"

&&<!!

&!<$!

&%<!#

&#<!B

&%

&&

梁自重)地基沉陷)集中弯矩
&̀%

G8

,

R

作用于
$b

#

#R

处

#?

&%

?<&%

!<"%

?<%'

!<!'

&&<@$

&&<@&

&&<@@

&&<@#

&<&"

$̀<B"

&<$@

$̀<BB

&&<&B

&#<BB

&&<$$

&!<%%

B<%"

?̀<#$

'<"@

"̀<?B

&$

梁自重)地基沉陷)集中弯矩
&̀%

G8

,

R

作用于
$b

#

&$R

处
#? "<?% "<"' $$<&" $$<!@ @<#& @<!@ %<#$ %<#" "̀<'% "̀<@%

图
$

!

不同工况下的梁挠度曲线

O2

W

<$

!

C4/.4:62),)/-K4-R*

\

),I2//4+4,6:),I262),5

%!&



第
#

期 杨成永等%对称荷载作用下弹性地基梁的傅里叶级数解

!!

由表
&

可以看出#级数解与有限元解的计算结

果十分接近
<

表明傅里叶级数解具有相当高的精度#

求解结果正确#可以作为带有脱空弹性地基梁问题

的解析解
<

从计算过程来看#级数解比有限元解具有

如下优点%

&

"级数解脱空范围的大小#不随级数项数的增

减而变$有限元解脱空范围是根据受拉弹簧单元的

位置确定的#将随划分单元的长短而变
<

$

"级数解和有限元解都需要解线性方程组#但

级数解的方程组比有限元要小得多
<

在上述算例中#

槽外梁和槽内梁的级数解的方程个数分别为
&%&

个

和
&%$

个#而有限元解则分别为
$&"B

个!

@&Be#c

$e&

"和
?%&

个!

&BBe#c$e$

"

<

2</

!

槽外梁和槽内梁的划分长度

前述是以梁长是否大于
"

倍沉降槽参数来划分

槽外梁和槽内梁的
<

为了验证这一划分长度的正确

性#选择
#

种梁长
#%R

!

1b"0

")

$!R

!

1b!0

"及
&'

R

!

1b#0

"#考虑梁自重及地基沉陷作用#分别按槽

外梁和槽内梁进行计算
<

结果列于表
$<

表
/

!

不同梁端条件的计算结果

3&"4/

!

5)#67$#+8$:-8<<)%);$",6;-&%

*

',;-8$8,;#

工况

编号

梁长度

+

R

梁端约束

条件

梁脱空范围

/

+

R

梁中点沉降

+

RR

梁中点弯矩

+!

G8

,

R

"

& #%

弯矩为
% "<?! $&<B"' @<$B@

转角为
% "<?! $&<B"' @<$B@

$ $!

弯矩为
% "<"' $&<B!" @<$''

转角为
% "<"' $&<B@' @<#%%

# &'

弯矩为
% "<&! $#<"%& @<?"B

转角为
% "<?@ $&<#'" @<&B@

从表
$

可以看出#在梁长
1b"0

时#按槽外梁和

槽内梁的计算结果完全相同$当梁长
1b!0

时#梁中

点沉降及弯矩开始有区别#但区别不大$当梁长为
1

b#0

时#脱空范围)梁中点沉降及弯矩的区别就很

明显了
<

根据这个计算结果可得出#按
1b"0

来划分

槽外梁和槽内梁是合理的$在计算精度要求不高时#

可以
1b!0

作为槽外梁和槽内梁的分界
<

=

!

结束语

对承受地层位移荷载并可能产生脱空的弹性地

基梁的对称问题进行了傅里叶级数求解#经过与有

限元数值解对比#得到了满意的结果#认为傅里叶级

数解法是求解弹性地基梁复杂问题的有效方法
<

下列问题还有待今后继续开展研究%

&

"没有讨论反称荷载
<

有反称荷载时#级数展

开式中需要有正弦项#推导过程会稍繁琐#但不存在

困难
<

$

"没有讨论地层上鼓变形的情况
<

地层上鼓

时#梁与地基的脱空区与沉降时相比将有所不同
<
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