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要!引入与张拉力和垂度相关的无量纲参数#可推导出整体温度变化影响下悬索面

内非线性运动微分方程
;

首先利用
N,-3*G1+

法得到离散后的无穷维方程#然后运用多尺度

法求解其二阶和三阶单模态超谐波共振响应的近似解#并得到幅频响应方程#最后通过数值

算例探究三种垂跨比的悬索#温度变化对其单模态超谐波共振响应的影响
;

研究结果表明!

当垂跨比较小时#一定程度的温度变化会导致其超谐波共振响应发生定性和定量的改变#改

变系统软硬弹簧的性质和程度#即改变其幅频响应曲线的偏转方向和程度$温度变化会改变

激励 响应幅值曲线的单值"多解情况
;

然而当垂跨比逐渐增大后#温度变化对其共振响应仅

会产生定量的影响#且温度变化与幅频响应曲线向左偏转程度呈正比#即温度上升#曲线向

左偏转程度加剧#软弹簧特性增强#反之则减弱
;

由于悬索存在初始张拉力#升高和降低相同

温度对超谐波共振特性影响呈现出不对称性
;

关键词!悬索$温度变化$多尺度法$振动特性$超谐波共振$幅频响应曲线
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在土木建筑(水利水电(机械工程(桥梁工程(海

洋工程和航空航天领域中广泛应用的索结构#其结

构特性受周围环境因素!如太阳辐射(温度变化(湿

度(风以及降水等"影响非常明显#而其中以温度变

化的影响较为突出
;

研究表明#索结构的振动频率(

模态振型(阻尼系数(材料弹性模量#甚至是边界条

件等#都或多或少与温度变化相关)

%

*

;

研究发现%温

度效应与损伤效应对索结构振动特性的影响处于同

一个数量级)

#

*

;

由此不难看出研究温度变化影响下

索结构的振动特性意义重大
;

近年来#在索结构健康

监测(损伤识别和索力测试等实际工程中)

E

*以及大

跨度斜拉桥的非线性动力学等理论研究中)

!

*

#研究

人员越来越重视温度效应对索结构振动特性的

影响
;

由于存在垂度和初始张拉力#使得悬索成为一

类典型的(运动方程中同时包含平方和立方非线性

项的柔性结构)

"a>

*

;

在各类荷载或支座运动激励下#

悬索很容易发生各类共振响应#导致结构发生大幅

运动#比如%主共振(超谐波共振(次谐波共振(联合

共振(组合共振(参数共振和内共振等)

?a&

*

;

对于悬

索的非线性动力学方程#其稳态响应有可能由与激

励相同频率的特解及自由振动项所组成
;

而由于运

动方程中平方和立方非线性项的存在#其自由振动

项的频率有可能恰好变为激励频率的
#

倍或
E

倍#

此时悬索将发生二阶或三阶超谐波共振)

A

*

;

已有学

者针对考虑温度效应影响下索和索梁结构的频率(

张拉力(非线性自由振动和主共振等特性开展了相

关研究)

%$a#%

*

#但是对于常见的二阶及三阶超谐波共

振的情况#温度变化的影响仍值得进一步深入探讨
;

综上所述#由于非线性项的次数将改变超谐波

共振的阶数#因此本文针对考虑温度变化影响下的

悬索非线性运动微分方程#首先利用
N,-3*G1+

法将

方程离散#然后采用多尺度法求得悬索单模态超谐

波共振响应的二阶近似解#并得到其幅频响应方程
;

最后通过数值算例#从幅频响应曲线和激励 响应幅

值曲线等方面#探究三种垂跨比的悬索#温度变化对

其二阶和三阶超谐波共振响应的影响
;

.

!

数学模型

图
%

所示为水平悬索构型及其特性#以
!

为坐

标原点#

!"

连线的方向为
#

方向#重力加速度
$

的

方向为
%

方向#建立
!&#

%

坐标系
;

图中悬索跨径为

'

#跨中垂度为
(

#

#

处的位移分别用
)

!

#

#

*

"和
+

!

#

#

*

"表示#

,

!

#

#

*

"为外激励的分布函数
;

根据增量热场

理论#当周围温度发生整体变化时#悬索会形成新的

热应力构型#此时悬索的张拉力和垂度均会发生变

化#从而影响其线性和非线性振动特性
;

悬索在温度

变化状态下的静力学特性可参考文献)

%"a%>

*#不

赘述
;

图
%

!

悬索构形及特性

]1

P

;%

!

T(+.1

P

)*,51(+4,+I9H,*,953*145194

(.5H34)4

Q

3+I3I9,K-3

.;.

!

运动微分方程

本文不考虑温度变化对悬索阻尼系数(线密度(

$E
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弹性模量(横截面面积以及边界条件的影响
;

研究表

明)

%#

*

%温度效应可通过引入两个量纲为
%

的参数
!

#

和
"

#来体现
;

具体而言#

"

#和
!

#分别表示温度变化

后与温度变化前的悬索张拉力的比值和垂度的比

值)

%#

#

%&

*

;

基于上述假设#引入拟静态假设#利用哈密顿变

分原理建立悬索面内非线性运动微分方程)
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为线重$

/

+

为每延米阻尼系数$

3

为横截面

面积$

%

为悬索线形$

2

为弹性模量$

1

为水平张力
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1b-
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将式!
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"代入式!
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"中#略去表达式上标星号#可

得相应的无量纲运动方程%
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"表示悬索抛物线方程#
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表示垂跨比
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离散

假设悬索是由正对称和反对称模态组成的多自

由度系统#可利用
N,-3*G1+

法得到离散后的
8

维方

程#假设面内运动的位移函数表示为%
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本文仅考虑悬索的单模态超谐波共振#而不考

虑模态间的内共振
6

为了便于计算及公式推导#再令
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*

#并代入式!

"

"中#此时悬索单模态非线性运

动方程表示为%

;

:9

c

:9

c

(

9

<

:9

c/

#9:

#

9

c/

E9:

E

9

b

@9

9(4

!

$

9

*

"

6

!

>

"

其中忽略式!

>

"中表达式的上横线%

'

*b

)

'

9

#

(

(

9

b

(

9

'

9

#

'

/

#9

b

"

999

'

#

9

#

'

/

E9

b

#

9999

'

#

9

#

)

@9

b

@9

'

#

9

6

0

!

超谐波共振响应

本文考虑悬索的二阶和三阶单模态超谐波共

振#利用多尺度法求解其共振响应的近似解#并推导

其幅频响应方程)

##

*

6

0/.

!

超谐波共振"

!*

.

&

0

#

对于二阶超谐波共振的情况#令%

:9

b

*

:

"

9

#

(

9

b

*

(

"

9

以及
@9

b

*

@

"

9

#将其代入式!

>

"中#并忽略表达

式中的上标星号#可得%

;

:9

c

:9

c

*

(

9

<

:9

c

*

/

#9:

#

9

c

*

#

/

E9:

E

9

b

@9

9(4

!

$

9

*

"

6

!

?

"

式中%

*

为无量纲小参数
6

对于有阻尼弱非线性系统#多尺度法可方便解

决#引入新的时间尺度
C

9

b

*

9

)

#!

9b$

#

%

#

#

"#式!

?

"

的解表示为%

:9

)

$

! "

* 5

&

#

-

5

$

*

-

:-

C

$

#

C

%

#

C

! "

#

6

!

&

"

将式!

&

"代入!

?

"中#令方程两端
*

$

(

*

% 和
*

# 的

%E
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系数相等#得到
E

个微分方程
6

对于悬索的二阶超谐

波共振#此时外激励频率
$

9

可表示为%

#

$

9

b%c

*+

9

6

!

A

"

式中%

+

9

为调谐参数
6

求解上述微分方程#最终可得悬索二阶超谐波

共振响应时的幅频响应方程)

##

*

%

(

#

9

D

#

!

c

+

9

c/

!9

D

#

c/

"9

,

#

9

c

(

#

9

! "

&

D

#

b

/

#

#9

,

!

9

%a

+

9

! "

#

#

c

(

#

9

/

#

>

) *

9

6

!

%$

"

式中%

D

为共振响应幅值$

,

9

b

@9

#

!

%a

$

#

9

"

$

/

!9

b

"

%#

/

#

#9

a

E

&

/

E9

$

/

"9

b#/

#

#9

aE/

E9

a

#/

#

#9

$

#

9

c#

$

9

a

#/

#

#9

$

#

9

a#

$

9

$

/

>9

b

%

!

c

#

$

9

$

#

9

a%

6

0/0

!

超谐波共振"

!*

.

&

6

#

同理#对于三阶超谐波共振#令%

:9

b

*

:

"

9

#

(

9

b

*

#

(

"

9

以及
@9

b

*

@

"

9

#忽略式中上标星号#式!

>

"可以

表示成%

;

:9

c

:9

c

*

#

(

9

<

:9

c

*

/

#9:

#

9

c

*

#

/

E9:

E

9

b

@9

9(4

!

$

9

*

"

6

!

%%

"

对于三阶超谐波共振#外激励频率表示为%

E

$

9

b%c

*

#

+

9

6

!

%#

"

利用上节相同的多尺度法#求得悬索发生三阶

超谐波共振时的幅频响应方程)

##

*

%

(

#

9

D

#

!

c

!

+

9

c/

!9

D

#

c/

?9

,

#

9

"

#

D

#

b/

#

&9

,

>

9

6

!

%E

"

式中%

D

为共振响应的幅值$

/

?9

b#/

#

#9

aE/

E9

a

#/

#

#9

$

#

9

c#

$

9

a

#/

#

#9

$

#

9

a#

$

9

$

/

&9

b/

E9

c

#/

#

#9

!

$

#

9

a%

6

6

!

算例研究

假设悬索弹性模量(线重和阻尼系数等均与温

度变化无关#其余各项物理参数分别为%

'b#$$;$

R

(

3b?;$>Ad%$

a#

R

#

(

2b#$$N̂ ,

(

-

b?&$$;$

G

P

'

R

E

(

.

b%;#d%$

a"

'

e

以及
$

bA;&%R

'

4

#

#无量

纲的激励幅值及阻尼系数分别为
$;$#

和
$;$$";

温

度变化越剧烈#系统振动特性受温度效应的影响也

就越明显#结合实际工程情况#本文温度变化的范围

选择为
%

Cb

!

!$e;

当温度发生改变时#利用直接

力法对悬索展开静力分析#从而求得两个无量纲参

数
!

#和
"

#大小)

%#

#

%&

*

#结果见表
%;

表
.

!

温度变化下无量纲参数大小

7&"/.

!

8&29)#,:$+,5,5;-4<)5#4,5&2:&'$,%#95-)%

$)<

=

)%&$9%)>&%4&$4,5#

参数
%

C

'

e

7

b$;$$>

7

b$;$%

7

b$;$%"

"

#

'

!

#

a!$ %;#?&E

'

$;?&## %;E?%E

'

$;?#A# %;E!$?

'

$;?!"&

$ %;$$$$

'

%;$$$$ %;$$$$

'

%;$$$$ %;$$$$

'

%;$$$$

c!$ $;?!>!

'

%;EEA? $;?E"#

'

%;E>$% $;?AE$

'

%;#>%%

表
%

给出了温度变化条件下#两个无量纲参数

的大小
;

由于悬索的垂跨比
7

大小对其非线性动力

学特性影响明显#因此本文研究三类垂跨比的悬索
;

由表
%

可知%当不考虑温度变化时#两个无量纲参数

恒等于
%

#此时本文所有推导的方程可以退化到已

有文献的计算结果)

##

*

$随着垂跨比由小到大#温度

变化对张拉力和垂度的影响会出现峰值#温度效应

并不会随着垂跨比增加而一直增强)

%"

*

$由于悬索存

在初始张拉力#升高和降低相同温度对其张拉力和

垂度的影响不对称)

%>

*

;

研究表明%温度变化与悬索固有频率之间的正(

反比例关系及初始张拉力有关)

%>

*

#而平方和立方非

线性项的系数大小则与温度变化基本呈正比例关

系
;

图
#

和图
E

分别描绘了对于上述三类垂跨比悬

索#发生单模态超谐波共振时#整体温度变化对其幅

频响应曲线的影响
;

悬索发生超谐波共振响应时#会

出现多值和跳跃现象#而初始条件决定了系统在物

理上最终的稳态解
;

温度变化对悬索超谐波共振的

影响非常明显#其影响程度与垂跨比密切相关
;

图
#

给出了当外激励频率
$*

%

'

#

时#悬索发

生超谐波共振时的幅频响应曲线
;

根据李雅普诺夫

稳定性理论可以对所得稳态解的稳定性进行判断#

其中实线表示稳定解#虚线表示不稳定解
;

图
#

!

,

"

中#悬索垂跨比非常小!

7

b$;$$>

"#此时相比于自

由振动和主共振而言)

%?a%&

*

#温度变化对超谐波共振

不仅仅是定量的影响
;

当不考虑温度变化时#曲线向

右偏转#展现出硬弹簧特性$温度下降时#曲线向右

偏转加剧#硬弹簧特性增强$然而当温度上升时#幅

频响应曲线向左偏转#此时由硬弹簧特性转变为软

弹簧特性
;

而图
#

!

K

"中#悬索的垂跨比为
$;$%

#当不考虑

温度变化影响时#曲线向左偏转$温度升高#曲线向

左偏转加剧#软弹簧特性增强$当温度下降时#曲线

向右偏转
;

不难看出#对于垂跨比较小的悬索!

7

b

$;$$>

和
7

b$;$%

"#温度变化会导致其超谐波共振

#E



第
"

期 赵珧冰等%考虑温度效应的悬索超谐波共振响应研究

响应发生定性和定量的改变#改变幅频响应曲线的

偏转方向和偏转程度
;

对于图
#

!

9

"#此时垂跨比的大小为
$;$%"

#不难

看出在温度变化影响下#振动特性并没有发生定性

的改变
;

从定量角度看#当温度上升时#幅频响应曲

线向左偏转加剧#软弹簧特性增强$当温度下降时#

曲线向左偏转程度减弱#软弹簧特性降低
;

假如悬索

的垂跨比继续增加!如
7

b$;$#

"#与
7

b$;$%"

类

似#温度变化仅会导致幅频响应曲线发生定量改变#

此处不再赘述
;

+

!

,

"

7

b$;$$>

+

!

K

"

7

b$;$%

+

!

9

"

7

b$;$%"

图
#

!

温度变化影响下悬索超谐波

共振幅频响应曲线%

$*

%

"

#

&

]1

P

;#

!

]*3

Z

)3+9

6

*34

Q

(+439)*234(.5H34)

Q

3*@H,*R(+19

*34(+,+934(.5H34)4

Q

3+I3I9,K-3\15H

5H3*R,-3..3954

%

$*

%

"

#

&

图
E

给出了当外激励频率
$*

%

'

E

时#考虑温

度变化影响下#悬索超谐波共振时的幅频响应曲线
;

同理#通过研究方程奇点的性状决定稳态运动的稳

定性#图中虚线和实线分别为不稳定解和稳定解
;

由

图
E

!

,

"可知!

7

b$;$$>

"#定性而言#当温度上升时#

曲线会由原本的向右偏转变为向左偏转$从定量的

角度而言#当温度下降时#共振响应的幅值急剧减

小#当温度上升时#共振响应的幅值会明显增大
;

图
E

!

K

"中!

7

b$;$%

"#当温度下降时#共振曲线

几乎不发生偏转和跳跃#曲线为单值曲线
;

同理从图

E

!

9

"不难看出#当悬索的垂跨比进一步增加时!

7

b

$;$%"

"#温度变化仅会导致共振响应发生定量改变#

跳跃点的位置和共振响应幅值会发生明显改变
;

此

时温度变化与幅频响应曲线向左偏转的程度呈正

比#温度上升#软弹簧特性增强
;

+

!

,

"

7

b$;$$>

+

!

K

"

7

b$;$%

+

!

9

"

7

b$;$%"

图
E

!

温度变化影响下悬索超谐波

共振幅频响应曲线%

$*

%

"

E

&

]1

P

;E

!

]*3

Z

)3+9

6

*34

Q

(+439)*234(.5H34)

Q

3*@H,*R(+19

*34(+,+934(.5H34)4

Q

3+I3I9,K-3\15H

5H3*R,-3..3954

%

$*

%

"

E

&
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图
!

描绘了当调谐参数
+

ba$;$"

时#悬索发

生二阶超谐波共振的激励幅值和响应幅值的关系曲

线与温度变化的关系
;

稳态解的稳定性判断方法与

之前一致#图中虚线表示不稳定解#实线表示稳定

解#而最终系统的真实响应则取决于初始条件
;

如图

!

所示#受温度变化的影响#激励 响应幅值曲线有

可能存在多解或者单值
;

具体而言#当
7

b$;$$>

时#若悬索周围温度上升!

%

Cbc!$e

"#则曲线会

出现跳跃现象#不再是单值曲线
;

当
7

b$;$%

时#曲

线在温度下降的情况下!

%

Cba!$e

"#是单值曲

线#在不考虑温度变化及温度上升时#曲线均为多值

曲线#存在明显的跳跃现象
;

当悬索垂跨比为
$;$%"

时#与幅频响应曲线类似#此时温度变化仅仅产生定

@

!

,

"

7

b$;$$>

@

!

K

"

7

b$;$%

@

!

9

"

7

b$;$%"

图
!

!

温度变化影响下悬索超谐波共振

激励 响应幅值关系曲线%

$*

%

"

#

&

]1

P

;!

!

S3-,51(+4H1

Q

K35\33+5H33J915,51(+,+I*34

Q

(+43

,R

Q

-15)I34(.5H34)

Q

3*@H,*R(+19*34(+,+934(.5H3

4)4

Q

3+I3I9,K-3\15H5H3*R,-3..3954

%

$*

%

"

#

&

量的改变#曲线均会产生跳跃现象#存在多值区域
;

从激励 响应幅值曲线亦可看出#温度变化会定性和

定量地改变悬索的非线性振动特性
;

从上述分析结

果来看#无论是从定量还是定性的角度#在悬索非线

性动力学分析中#温度变化是一个不容忽视且极其

重要的影响因素
;

?

!

结
!

论

温度变化会直接影响悬索的张拉力及垂度#从

而改变其非线性运动方程中线性项(平方和立方非

线性项的系数大小
;

无论是二阶还是三阶#悬索单模

态非线性超谐波共振响应受温度变化影响明显
;

当

垂跨比较小时#一定程度的温度变化会导致其超谐

波共振响应发生定性和定量的改变#即改变其幅频

响应曲线的偏转方向和偏转程度#影响激励 响应幅

值关系曲线的多值和单解性
;

当垂跨比进一步增加

时#温度变化对其共振响应会产生定量的影响#且温

度的变化与幅频响应曲线向左偏转的程度呈正比#

温度上升#软弹簧特性增加
;

由于悬索存在初始张拉

力#相同程度的升温和降温条件对其超谐波共振响

应特性的影响不对称
;
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