
收稿日期：2018-12-05
基金项目：国家自然科学基金资助项目（51478064，51678092），National Natural Science Foundation of China（51478064，51678092）
作者简介：祖云飞（1988—），男，重庆人，重庆大学博士研究生
覮通讯联系人，E-mail：davidfwl@126.com

*

第 47 卷 第 3 期
2 0 2 0 年 3 月

湖 南 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ）

Journal of Hunan University（Natural Sciences）
Vol.47，No.3
Mar. 2 0 2 0

DOI：10.16339/j.cnki.hdxbzkb.2020.03.013文章编号：1674—2974（2020）03—0106—09

基于安定分析和概率密度演化理论的
杆系结构整体可靠度分析

祖云飞 1，李正良 1，2，范文亮 1，2覮，刘蜀宇 3
（1. 重庆大学 土木工程学院，重庆 400045；

2. 重庆大学 山地城镇建设与新技术教育部重点实验室，重庆 400045；
3. 顺泰铁塔制造有限公司，重庆 400000）

摘 要：经典体系可靠度仅涉及量值保持不变的随机静力荷载，对于随机变值静力荷载作

用下的工程结构将给出不合理的评估结果，低估了结构面临的风险.鉴于此，基于安定理论提
出了杆系结构在变值静力荷载作用下以安定状态作为极限状态的整体可靠度分析方法.首先，
建议了具有单一功能函数的极限状态方程，并引入了两类计算功能函数的实用方法；进而，在

概率密度演化理论的基础上，推导了功能函数的广义密度演化方程，并引入 Dirac 啄序列算法
获得了其近似解；然后，对功能函数的概率密度进行一维积分即可得到结构整体可靠度；最

后，通过多个算例验证了本文建议方法.结果表明：1）建议方法有较好的精度和计算效率；2）
建议方法所得整体可靠度能更合理地评估变值静力荷载作用下结构的安全性.
关键词：随机变值静力荷载；可靠度；安定理论；概率密度演化理论；Dirac 啄序列算法
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Global Reliability Assessment of Framed Structures Based on
Shakedown Analysis and Probability Density Evolution Method
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Abstract：The classical system reliability theory only involves random static load with constant value，which
cannot provide reasonable estimation for the structure under random static load with variable value，and underesti原
mates the risk of the structure. In view of this，a global reliability evaluation method for framed structures under static
load with variable value is proposed，which is based on the shakedown theory with the shakedown state defined as the
limit state. Firstly，a single performance function is proposed，and two implementations for calculating the performance
function are introduced；Secondly，based on the probability density evolution method (PDEM)，a generalized density
evolution equation of the performance function is derived，and its approximate solution is obtained by introducing
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由于工程结构自身及其所处环境存在各种不确

定性，可靠度分析成为结构安全性评估的重要方

法 [1]，其中经典的体系可靠度是重要组成部分.不同
于构件可靠度，经典的体系可靠度主要研究理想弹

塑性或弹脆性杆系结构在静力荷载作用下的不倒概

率，即结构整体不发生倒塌的概率.历经半个多世纪
的发展，研究者提出了 PNET法、分支约界法、优化
准则法、最小荷载增量法等分析方法[2-5].仔细考察不
难发现，经典体系可靠度仅涉及时不变的静力荷载，

即量值保持不变的静力荷载；然而，实际工程中结构

亦可能会遭遇另一类静力荷载———量值随时间变化

的时变静力荷载.例如，输电导线的覆冰荷载，由于
结冰、融冰过程的缓变特性，以及可能出现的冻融循

环，属于典型的变值静力荷载；又如储油罐对其支撑

刚架的作用亦属于变值静力荷载.
杆系结构在变值静力荷载作用下可能的最终破

坏状态包括增量塑性破坏、交互塑性破坏、瞬时塑性

倒塌破坏[6]，若仍采用经典的体系可靠度方法研究结
构安全，实质上仅考虑结构的不倒概率，忽略了结构

可能的最终破坏状态中的交互塑性破坏. 当发生交
互塑性破坏时，结构中出现断裂杆件，不同于杆件进

入塑性，杆件的断裂使杆件完全退出承载，随之产生

的内力重分布引发多米诺效应可能导致结构整体倒

塌.即使杆件断裂后结构依然能保持不倒，断裂杆件
的更换仍会影响结构正常服役.因此，采用经典的体
系可靠度研究变值静力荷载下杆系结构的安全性是

不合理的，低估了结构面临的风险.
幸运的是，安定理论[6-8]为研究变值荷载作用下

结构行为提供了有效工具.近年来，研究者对基于经
典安定理论的结构可靠度分析开展了一系列研究，

亦取得了一定的进展[9-14]，然而现有成果存在较大的
局限性：一方面，由于与 FORM[10，12-14]、SORM[12]及响应
面法[11]等基于验算点的可靠度方法相结合，对于体

系可靠度中出现的多验算点问题无能为力；另一方

面，现有研究通常针对已知的失效模式进行安定分

析，但失效模式识别恰恰是复杂杆系结构体系可靠

度分析的最大困难，因此，现有研究多局限于平板结

构[10，14]、压力容器[11，13，14]、管道结构[10，12-14]以及非常简单
的杆系结构[11，13，14]等，实用性不强.
鉴于此，本文以安定状态作为杆系结构在变值

静力荷载作用下的极限状态，并定义与之对应的整

体可靠度概念，建议了具有单一功能函数的极限状

态方程，并引入实用安定分析方法计算隐式功能函

数；进而，根据概率密度演化理论，推导了功能函数

的广义密度演化方程的近似解；最后，经由一维积分

给出结构整体可靠度.本文将安定分析与概率密度
演化理论 [15]相结合，提出了杆系结构在变值静力荷
载作用下整体可靠度的实用、高效分析方法.尤其值
得指出的是，经典体系可靠度所涉及的时不变的静

力荷载仅为变值静力荷载中的一种特殊情况，显然，

本文建议方法同样可解决经典的体系可靠度问题.
因此，发展基于安定理论的结构整体安全性分析既

是解决变值静力荷载作用下理想弹塑性杆系结构整

体可靠度的合理途径，亦是经典体系可靠度的有益

拓展.

1 杆系结构的安定极限状态及确定性安定分
析

1.1 变值荷载作用下结构的临界极限状态
根据安定理论，杆系结构在变值荷载作用下可

能进入五种不同的状态 [6]：1）纯弹性状态；2）安定状
态；3）增量塑性破坏；4）交互塑性破坏；5）瞬时塑性
倒塌.由于增量塑性破坏和瞬时塑性倒塌将引起结构
的整体倒塌，而发生交互塑性破坏时，尽管结构可能

维持不倒，但断裂杆件的更换会迫使结构退出正常

Dirac 啄 sequence algorithm，and then the global reliability of the structure can be obtained by the one-dimensional
integral of the probability density of performance function. Finally，several examples are investigated to verify the
proposed method. The results show that: 1) the proposed method is of high accuracy and efficiency；2) The global reli原
ability obtained by the proposed method can evaluate the safety of the structure under static load with variable value
more rationally.

Key words：random static load with variable value；reliability；shakedown theory；probability density evolution
method；Dirac 啄 sequence algorithm
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工作.因此，世界各国近年来出版的强度设计与安全
设计评定规范（如美国 ASME和 API规范、英国 BSI
标准、法国 RCC-MR标准等），越来越多地采用安定
载荷为控制界限的塑性失效准则.因此，本文定义增
量塑性破坏、交互塑性破坏和瞬时塑性倒塌为结构

的三种最终破坏状态，定义结构在变值荷载作用下

不进入上述破坏状态的概率为整体可靠度. 又因上
述破坏状态均以安定状态为临界过渡状态，所以安

定状态可作为杆系结构在变值荷载作用下失效分析

的临界极限状态.
1.2 结构确定性安定分析
1.2.1 安定极限状态方程
若定义 姿为外荷载的比例系数，安定状态的临

界荷载系数 姿p为恰使结构维持安定状态的 姿值，安
定状态的极限状态方程可表示为

G = 姿p - 1 = 0 （1）
式中：G 为结构功能函数的值，当 G > 0时，姿p>

1，意味着结构达到安定状态所能承受的荷载大于实
际外荷载，结构安全；反之，结构失效.因此，姿p的确
定是判断结构状态的核心.
1.2.2 姿p的确定
根据安定下限定理，姿p可由如下优化问题确定
姿p = max

籽，姿
姿

s.t. f（籽 + 姿S（t））臆 滓
C T 籽 = 0 （2）

式中：籽表示与时间无关的自平衡残余应力场，S（t）
表示将结构假定为纯弹性后的应力场，f（·）表示材
料屈服条件；C T为结构总平衡矩阵，在小变形假设
下，仅取决于结构体系的几何关系[16-17]，C T籽 = 0表示
残余力系自平衡方程.
由于屈服约束条件 f（籽 + 姿S（t））臆 滓包含时变

的S（t），式（2）所示优化问题不便于直接求解.文献[18-
21]指出，若结构的荷载变化域为凸域，且在变化域的
所有顶点上结构均保持安定状态，则结构在该荷载

变化域内任一变值荷载作用下亦能保持安定状态，

于是式（2）可改写为
姿p = max

籽，姿
姿

s.t. f（籽 + 姿S（Pk））臆 滓
C T 籽 = 0 （k = 1，2，3，…，Nl） （3）

式中：Pk表示荷载变化域的第 k 个顶点，Nl为顶点的

总数，S（Pk）表示结构在 Pk 所对应的时不变荷载下

的应力场，显然式（3）为时不变的优化问题.
若假设结构承受 d个相互独立的变值荷载，且

第 i个变值荷载的上、下界值分别为 ai，b i（i = 1，…，
d），则这些荷载变化的凸域包含 Nl = 2d个顶点，且有

Pk =（P1，k，P2，k，…，Pi，k，…，Pd-1，k，Pd，k） （4）
Pi，k = ai或 b i （5）
图 1给出了仅有两个变值荷载时的凸域及顶点

示意图.根据线性叠加原理，可有
S（Pk）=

d

i = 1
移S（0，…，0，Pi，k，0，…，0）=

d

i = 1
移Pi，k·S（0，…，0，1，0，…，0）=

d

i = 1
移Pi，k·S（F e

i）

（6）
式中：S（F e

i）表示结构在与第 i个变值荷载作用位置
和正方向相同的单位力 F e

i作用下的应力场.显然，
仅需得到各变值荷载对应单位力下的应力场

S（F e
i），（i = 1，2，...，d），S（Pk）可根据式（6）由代数运

算直接得到，因此，尽管存在 2d个顶点，求解 S（Pk）

所需的线弹性结构响应分析次数仅为 d次.
F2（t）

F1（t）

b2

a2

a1 b1

P3（a1，a2）

P1（a1，b2） P2（b1，b2）

P4（b1，b2）

图 1 荷载变化域及其顶点 Pk（d = 2）
Fig.1 The load variation domain and vertices Pk（d = 2）

得到 S（Pk）后，求解式（3）所示优化问题还需确
定 CT的具体参数.在经典安定分析中 CT常根据结构
的失效模式由运动机构分析法得到[6].显然上述方法
仅适用于运动机构（失效模式）已知的简单情况.近年
来，有限单元法由于其适用性强，便于计算机进一步

分析等优点，成为确定 CT的主流方法[9-14]，由有限单
元法建立 CT与结构系统总刚矩阵的建立过程类似，
首先根据单元类型以及单元基本内力参数在局部坐

标系下建立单元平衡矩阵，对于本文研究的杆系结

构，其单元平衡矩阵建立过程可参考文献 [16，17]，
然后考虑各单元之间的几何连接关系以及边界条

件，按结构矩阵分析理论在全局坐标系下组装各单

位平衡矩阵即可得到总平衡矩阵 CT.
上述确定 CT的方法通常需通过自编程实现，较
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为繁琐. 对于常见的桁架结构和平面抗弯刚架结构
等两类杆系结构，可基于虚力法建立与式（3）等价但
更易于实现的优化问题.

对于 M杆的理想弹塑性空间桁架，根据虚力
法，式（3）可改写为[21]：

姿p = max
籽，姿

姿

s.t. 籽m + 姿Smax
m 臆滓m

籽m + 姿Smin
m 逸 -滓m忆

姿（Smax
m -Smin

m ）臆滓m+滓m忆（m=1，2，…，M） （7）
M

m = 1
移 lm S v

mj

Em
籽m = 0 （j = 1，2，…，Ns） （8）

Smax
m = max{ Sm（P1），Sm（P2），…，Sm（PNl）}

Smin
m = min{ Sm（P1），Sm（P2），…，Sm（PNl）} （9）
式（7）表示桁架的拉压屈服条件，即为式（3）中

材料屈服条件 f（·）在此情况下的具体形式，其中 籽m

是第 m杆的残余轴向应力，Smax
m ，Smin

m 分别表示假定结

构为纯弹性后考虑所有可能荷载时程组合条件下第

m杆的最大纯弹性拉应力和压应力，其可由式（9）计
算得到，Sm（Pk）为顶点 Pk 所对应条件下第 m杆的纯
弹性轴向应力，其可由式（6）所示线性叠加得到. 滓m、

滓m忆是第 m杆的全塑性抗拉强度和全塑性抗压强度.
式（8）为由虚力法得到的 CT籽 = 0的等价虚功方程
组，其中 lm表示第 m杆的长度，S v

mj表示由第 j 个虚力
所引起的第 m杆内的轴向应力，Em表示第 m杆的弹
性模量，lm S v

mj /Em表示第 m杆的虚位移，等于其在第 j
个虚力下对应的弹性变形，式（8）中虚力为对应于某
个节点位移自由度方向的单位力，其总数 Ns等于节

点位移自由度总数，因此，式（8）中各参数的确定需
Ns次结构响应分析.

对于由理想弹塑性材料构成的平面抗弯刚架，

根据虚力法，式（3）可改写为[22，23]：
姿p = max

籽，姿
姿

s.t. 籽m + 姿Mmax
m 臆Mpm

籽m + 姿Mmin
m 逸 -Mpm

姿（Mmax
m -Mmin

m ）臆2Mym （10）
Nf

m = 1
移amj籽m = 0 （j = 1，2，…，Ns） （11）
Mmax

m = max{ Sm（P1），Sm（P2），…，Sm（PNl）}
Mmin

m = min{ Sm（P1），Sm（P2），…，Sm（PNl）} （12）
式（10）表示刚架的受弯屈服条件，同样为式（3）

中材料屈服条件 f（·）在此情况下的具体形式，其中
籽m为第 m个塑性铰的残余弯矩，Mmax

m ，Mmin
m 分别表示

假定结构为纯弹性后，考虑所有可能荷载时程组合

条件下第 m个塑性铰的最大纯弹性弯矩和最小纯弹
性弯矩，其由式（12）计算得到，Sm（Pk）为顶点 Pk所对

应条件下第 m个塑性铰的弯矩，其同样可由式（6）所
示线性叠加得到. Mpm是第 m个塑性铰的全塑性极
限弯矩，Mym是第 m个塑性铰仅截面外边缘屈服的
弹性极限弯矩.式（11）为由虚力法得到的 CT籽 = 0的
等价虚功方程组，amj 为对应于在第 j 个虚力作用下
第 m个塑性铰的系数，其取值方法详见文献[22]，Nf

为预定义的可能塑性铰的总数. Ns为对应刚架全部

基本变形的所有虚力的总数，其与结构自由度正相

关，Ns和各虚力的施加方式由文献[22]给出的三个准
则确定，因此，式（11）中各参数的确定需 Ns 次结构

响应分析.
综上所述，姿p可由式（3）所示优化分析得到，而

式（3）中的残余力系自平衡方程 CT籽 = 0，可由有限
单元法得到或虚力法建立其等价虚功方程组. 虚力
法可以避免有限单元法自编程建模型的繁琐过程，

但将引入额外的结构分析.因此，选择虚力法或是有
限单元法应根据分析结构的自由度总数进行权衡，

在结构自由度总数较高时，宜选择有限单元法.
1.3 姿p的求解步骤

根据 1.2节的分析，杆系结构 姿p可按下述步骤
求解：

淤对各变值荷载对应的单位力 F e
i作用下的结构

进行受力分析，得到应力场 S（F e
i），（i=1，2，...，d）.将

S（F e
i）代入式（6）由代数运算得到结构在各顶点 Pk

对应的时不变荷载条件下的响应应力场 S（Pk），本步

骤所需线弹性结构受力分析次数为 d次.
于建立残余力系自平衡方程.若直接基于 CT籽 =

0，则需通过自编程序确定 C矩阵；若采用虚力法，则
可引入有限次附加结构分析得到 CT籽 = 0的等价虚
功方程组式（8）或式（11）.

盂采用 MATLAB优化求解工具箱求解相应的
优化问题，得到临界安定荷载系数 姿p.

2 基于概率密度演化理论的杆系结构整体可
靠度分析

2.1 考虑随机性的安定极限状态方程
在安定分析中，尽管结构承受时变荷载，但由式

（3）可知，姿p仅取决于结构参数、时不变荷载以及时
变荷载的时不变参数.显然，当结构参数及外荷载具
有随机性时，姿p可表示为随机量的函数，即
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姿p = 鬃（专，Pk）（k = 1，2，…，Nl） （13）
式中：随机向量 专=（专s，专LO），专s=（专1，专2，…，专s1）表
示随机结构参数，专LO =（专s1+1，专s1+2，…，专s1 + s2）表示时
不变的随机荷载；Pk为变值荷载域的随机顶点，取决

于描述变值荷载上下界的时不变随机参数专LR，即

Pk =吟 Pk（专LR） （14）
将式（13）和式（14）代入式（1）可得考虑随机性

的安定极限状态方程为

G（专，Pk（专LR））=姿p（专，Pk（专LR））-1=0 （15）
由于仅涉及一个极限状态方程，经典体系可靠

度分析中存在的失效模式相关性问题迎刃而解.进
而，结构整体可靠度为

R = +肄
0乙 PG（g）dg （16）

式中：pG（g）指随机变量 G = G（专，Pk（专LR））的概率密

度函数.显然，可靠度 R对应的失效概率为 1-R.
2.2 整体可靠度的概率密度演化分析

概率密度演化理论为获得 pG（g）的数值解提供
了可行的途径.
首先，构造虚拟随机过程 Z（子）
Z（子）=G（专，Pk（专LR））·子 =吟 渍（专，专LR，子） （17）
类似于随机动力系统的广义密度演化方程的推

导 [15]，（Z（子），专，专LR）联合密度函数 PZ专专LR（z，兹，兹LR，子）
服从如下方程

坠pZ专专LR（z，兹，兹LR，子）
坠子 +G（兹，Pk（兹LR））

坠pZ专专LR（z，兹，兹LR，子）
坠z =0

（18）
其初始条件为

pZ专专LR（z，兹，兹LR，子）|子= 0 =啄（z-渍（兹，兹LR，0））p专（兹）p专LR（兹LR）=
啄（z）p专（兹）p专LR（兹LR）

（19）
式中：啄（·）为狄拉克函数，P专（兹）是 专的概率密度函
数，P专LR（兹LR）为专LR的概率密度函数.引入特征线法[24]

可导出式（18）和式（19）的形式解析解[25]为
pZ专专LR（z，兹，兹LR，子）=啄（z-G（兹，Pk（兹LR））·子）p专（兹）p专LR（兹LR）

（20）
结合式（17）可知

pG（g）=p z（z，子）|子=1 =[
赘专
乙 赘专LR

乙 pZ专专LR（z，兹，兹LR，子）d兹d兹LR]|子=1 =

赘专
乙 赘专LR

乙 啄（z-G（兹，Pk（兹LR）））p专（兹）p专LR（兹LR）d兹d兹LR

（21）
式中：赘专为专的分布域，赘专LR为专LR的分布域.
为避免广义函数 啄（·）的直接积分，可以 啄序列

替代 啄（·）获得 pG（g）近似解为[25]

pG（g）=
赘专
乙 赘专LR

乙 1
2仔姨 琢渍max

exp -12琢2
z-G（兹，Pk（兹LR））

渍max蓸 蔀 2蓘 蓡
p专（兹）p专LR（兹LR）d兹d兹LR

（22）
式中：渍max = max {渍（兹，兹LR，子）|子=1}=max {G（兹，Pk

（兹LR））}，琢为一适当小的常量. 进一步可给出其数值
解为

pG（g）抑
Nsel

q = 1
移 1

2仔姨 琢渍max
exp -12琢2

z-G（兹q，Pk（兹LR，q））
渍max蓸 蔀 2蓘 蓡Uq

（23）
式中：代表点集（兹q，兹LR，q）（q = 1，…，Nsel）可由数

论选点策略[26]得到，同时给出其赋得概率为 Uq，其中

Nsel为代表点的数量.
2.3 杆系结构整体可靠度的数值实现
综上所述，基于安定理论的结构整体可靠度数

值求解步骤如下：

淤由数论选点策略 [26]在多维联合变量空间（专，
专LR）中选取代表点集（兹q，兹LR，q）（q=1，…，Nsel），并得
到各代表点的赋得概率 Uq.当（专，专LR）为相关向量

且仅已知各变量的边缘概率密度函数和相关系数矩

阵时，可以引入 Nataf逆变换[27]进行处理.
于对于给定代表点（兹q，兹LR，q），由 2.3节所述步骤

确定 姿p，进而确定功能函数值 G（兹q，Pk（兹LR，q）），重复

以上步骤，求得所有代表点的功能函数值.
盂将上述所有 G（兹q，Pk（兹LR，q））（q=1，…，Nsel）及

Uq代入式（23），得到 pG（g）的数值解.
榆将 pG（g）的解代入式（16），由一维数值积分即

可得到结构整体可靠度 R.

3 算例分析

本节由三个算例验证建议方法的有效性.算例 1
为一涉及六杆桁架结构的经典体系可靠度问题，通

过建议方法结果与已有结果的对比验证建议方法的

准确性和效率；算例 2以单层两跨平面抗弯刚架结
构为对象，比较了时不变静力荷载下的经典体系可

靠度与时变静力荷载下的整体可靠度的差异，验证

了建议方法的必要性；算例 3采用建议方法分析了
相对较为复杂的空间二十五杆桁架，体现了建议方

法的普遍适用性.
3.1 算例 1

某六杆桁架如图 2所示，其 1、2、5、6杆的截面
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积为 1.33伊10-4 m2，3、4 杆的截面积为 1.49伊10 -4 m2.
各杆由理想弹塑性材料组成，其初始弹性模量为

2.06 伊 105 MPa；F 为随机时不变荷载，滓m （m=1，2，
…，6）为第 m杆的随机屈服强度，随机变量的概率
信息如表 1所示，且假设各变量均相互独立.对该桁
架的不倒概率进行分析.

F
6

2

43

1

1.219 m

5

图 2 6杆桁架
Fig.2 A 6-bar truss

表 1 算例 1中随机变量的概率信息
Tab.1 The statistical information of random

variables involved in example 1

均值 变异系数 分布类型

F 44.45 kN 0.1 正态分布

滓m（m = 1，2，… ，6） 250 MPa 0.1 正态分布

显然，该问题属于经典的体系可靠度问题，但亦

可用建议方法求解.
首先，利用数论选点策略在 F和 滓m组成的七维

随机向量空间中选取 1 752个代表点，并得到各代
表点的赋得概率 Uq（q = 1，2，…，1 752）.然后，对于
任一代表点，均可由前述的确定性安定分析得到对

应的功能函数值 G（兹q，Pk（兹LR，q））.不难发现，确定性
安定分析的屈服约束条件仅由结构的线性分析确

定，而对于此结构 1 752个代表点对应着相同的线
性结构，换言之，仅需 1次线性结构分析即可确定所
有代表点的屈服约束条件. 若采用虚力法以避免残
余力系自平衡方程 CT籽 = 0的建立，尚需补充 4次线
性结构分析. 由于采用虚力法总共仅需 5次线性结
构分析，较直接建立 CT籽 = 0更为简便，因此，此处采
用虚力法.获得所有样本点的功能函数值后，可由式
（23）得到功能函数概率密度函数的数值解 pG（g），其
中参数 琢由文献[25]中所述方法确定，其值为 0.005
5，求得的 pG（g）如图 3所示.最后，由式（16）得到结
构的经典体系可靠度，其对应失效概率为 5.64伊10-4.

此外，文献[28]给出了近似解为 5.92伊10-4，文献[29]给
出的失效概率上下界限为 [5.02伊10-4，7.16伊10-4].显
然，建议方法所得结果是合理、有效的.由于涉及很少
的线性结构分析和非常成熟高效的线性优化问题的

求解，建议方法的高效性是显而易见的.
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
g

图 3 6杆桁架的概率密度分布 pG（g）
Fig.3 Probability density function of G for the 6-bar truss

3.2 算例 2
某一承受 F1，F2和 F3三个外荷载的理想弹塑性

材料组成的单层两跨平面抗弯刚架如图 4所示，其
中，各杆截面相同，Mp 为截面全塑性极限弯矩，而截

面弹性极限弯矩为 0.8Mp，结构可能的塑性铰总数为

11. F2 和 F3为随机时不变荷载，根据 F1 特性的不
同，分为以下 2种情况.

10 m10 m 10 m 10 m
11

F2

F3

F1 5 8
2

6
9 10

1 7

3

图 4 单层两跨平面刚架
Fig.4 A 1-story and 2-bay plane frame

情形 1：F1为随机变值静力荷载
假定 a1和 b1分别为 F1的下界和上界，随机变

量的概率信息如表 2所示，且假设各变量相互独立.
分析结构在变值荷载作用下的整体可靠度.
按建议方法选取分析 968个代表点，并确定参

数 琢 = 0.002 2，得到近似概率密度分布 pG（g）如图 5
所示，对其积分得到结构整体可靠度对应的失效概

率为 8.16伊10-4.同样，上述过程中所有代表点的确定
性安定分析屈服约束条件由 3 次线性结构分析确
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定，而 CT籽 = 0的等价虚功方程组由虚力法补充 2次
线性结构分析得到.此外，将简单蒙特卡罗法与确定
性安定分析结合，对 106个样本点分析后得到失效
概率为 8.47伊10-4. 上述两结果的相对差异为（8.47-
8.16）/8.47=3.66%，显然，建议方法的高效性和准确
性再次得到验证.

表 2 算例 2中随机变量的概率信息
Tab.2 The statistical information of random

variables involved in example 2
均值 变异系数 分布类型

a1 -6 kN 0.1 正态分布

b1 17 kN 0.15 极值 I型
F2 17 kN 0.15 极值 I型
F3 17 kN 0.15 极值 I型
Mp 88 kN·m 0.1 对数正态

1.6
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0 1 2 3 4
g

图 5 情形 1中平面刚架的概率密度分布 pG（g）
Fig.5 Probability density function of G

for the plane frame in case 1

情形 2：F1为随机时不变静力荷载
在本情形中，F1假定为随机时不变静力荷载，其

统计信息与情形 1的上界值 b1相同. 其余条件与情
形 1相同.分析结构的不倒概率.
在本情形中，按建议方法选取分析 641个代表

点，并确定参数 琢 = 0.002 0，得到 pG（g）的概率密度
分布如图 6所示，对其积分得到结构整体可靠度对
应的失效概率为 4.73 伊 10-4.

另外，采用抽样数为 106的蒙特卡罗法可得到
结构失效概率为 4.89 伊 10-4.上述两结果高度吻合.

比较情形 1和情形 2的计算结果不难发现，结
构在变值荷载作用下的整体可靠度并不等于其在时

不变静荷载（取变值荷载的上界）作用下的不倒概率，

甚至较后者更低.因此，建议方法所得整体可靠度能更

合理地评估变值静力荷载作用下结构的安全性.
1.6
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2

0 1 2 3
g

图 6 情形 2中平面刚架的概率密度分布 pG（g）
Fig.6 Probability density function of G for

the plane frame in case 2

3.3 算例 3
某 25杆理想弹塑性空间桁架结构如图 7所示，

材料初始弹性模量为 2.06伊105 MPa，各杆属性如表 3
所示. 外荷载包括水平节点荷载 F1和竖向节点荷载
F2，其中 F1为随机时不变荷载，F2为随机变值静力
荷载；且假定 F2的上界为 b2，下界为 X·b2，X 为一定
值. 滓为材料的抗拉屈服强度，抗压屈服强度假定为
0.9·滓.随机变量的概率信息如表 4所示，且假设各
变量均相互独立.分析结构在变值荷载作用下的整体
可靠度.

F2F2
F1F1

7 65
43 2

1

89

F2 F1
F2F1

F2

F1F1
12

10

22

11

24 25

21

13

15
14 23

F2

18
19

20
17

16

Y
X

Z

图 7 25杆空间桁架
Fig.7 A 25-bar space truss
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表 3 25桁架杆件属性表
Tab.3 The attribute of all components for the 25-bar truss

杆件编号 长度/m 截面积/m2

1 4 1 伊 10-4

2~5 15.65 1.5 伊 10-4

6~9 15.13 2 伊 10-4

10~13 4 1.5 伊 10-4

14~21 16.82 2.5 伊 10-4

22~25 15.59 3 伊 10-4

表 4 算例 3中随机变量的概率信息
Tab.4 The statistical information of random

variables involved in example 3

均值 变异系数 分布类型

滓 276 MPa 0.1 对数正态

F1 10 kN 0.15 极值 I型
b2 15 kN 0.15 极值 I型

X的不同取值对应于不同的变值静力荷载情形.
特别地，当 X = 1时 F2退化为时不变静力荷载.
选取 685个代表点，采用建议方法分别对不同

X值的情形进行分析，得到近似概率密度分布 pG（g）
和结构失效概率如图 8和图 9所示（参数 琢 均为
0.004 5）.上述过程中确定性安定分析的屈服约束条
件由 2次线性结构分析得到，并由虚力法补充 18次
线性结构分析得到 CT籽 = 0的等价虚功方程组.

1.41.2
1.00.80.60.4
0.20

1.41.2
1.00.80.60.40.2

00.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
g g

（a）X = 0 （b）X = 0.3
1.41.2
1.00.80.6
0.40.20

1.41.21.0
0.80.60.40.2

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.50.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
g g

（c）X = 0.7 （d）X = 1
图 8 不同 X 取值时空间桁架的概率分布 pG（g）

Fig.8 Probability density function of G for
the space truss with different X

0.00070
0.00065
0.00060
0.00055
0.00050
0.00045
0.00040
0.00035
0.000300 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X
图 9 不同 X 取值时空间桁架的失效概率
Fig.9 The tendency of failure probability for

the space truss with different X

由图 9可见，结构失效概率随着 X值增大而单
调递减.换言之，若变值静力荷载上界保持不变，其
变化范围越大，结构失效概率越大.
此外，对 X = 0的情况，将简单蒙特卡洛法与确

定性安定分析结合，当选取 106个样本点可得到结
构失效概率为 6.29 伊 10-4，与建议方法结果的相对差
异为（6.62-6.29）/6.29=5.2%，再次验证了建议方法的
准确性.

4 结论

本文结合安定分析和概率密度演化理论，推导

了以安定状态为极限状态的功能函数值 G（专，Pk

（专LR））的概率密度演化方程，并给出了其概率密度

的数值求解方法.以此为基础，提出了一种可合理评
估杆系结构在变值静力荷载作用下安全性的可靠度

分析方法.并通过多个结构算例，验证了建议方法的
精度和有效性，分析结果表明，建议方法无需进行失

效模式的识别，从而避免了失效模式的组合爆炸问

题；并且由于经典体系可靠度所涉及的时不变的静

力荷载仅为变值静力荷载中的一种特殊情况，建议

方法可直接应用于经典体系可靠度问题的分析；此

外，建议方法所涉及计算大部分为线性优化求解，而

线性优化求解的研究较成熟，大量已有的高效线性

优化算法为建议方法的计算效率提供了坚实保障.
值得指出的是，结构在变值荷载作用下的整体可靠

度不同于其在时不变静荷载（取变值荷载的上界）作

用下的不倒概率，因此应按建议方法评估变值静力

荷载作用下结构的安全性.
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