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摘 要：基于成层地基中的双排桩支护结构的受力变形特点，将前、后排桩视为竖直插入

成层地基中的弹性地基梁，以不同刚度的水平弹簧模拟前、后排桩与其间成层地基土体的相

互作用.以各个土层接触面为水平分界面，将前、后排桩支护结构分为若干单元段，以朗肯土
压力理论计算作用于后排桩的主动土压力，以弹性抗力法计算作用于前排桩基坑底面以下的

土体抗力，且考虑地基反力系数沿深度的线性变化.基于 Euler-Bernoulli双层地基梁理论，考
虑桩桩及桩土相互作用得到成层地基中双排桩支护结构的挠曲微分方程，并采用幂级数法求

解，然后根据界面处内力与位移的连续条件及桩顶、桩底的边界条件，得到任一深度桩身的水

平位移、转角、剪力与弯矩计算式.最后通过一工程实例分析，将本文方法计算结果与实例结
果进行对比分析，验证了本文方法的正确性.
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Analysis on Forced Deformation of Double Row Piles
Considering Pile-pile Interaction in Layered Foundation

ZHANG Ling覮，OU Qiang，ZHU Xingren
（Institute of Geotechnical Engineering，Hunan University，Changsha 410082，China）

Abstract：Based on the force and deformation characteristics of the double-row pile retaining structure in the
layered foundation, the front and rear row piles were regarded as elastic foundation beams inserted vertically into the
layered foundation, and the interaction between the front and rear row piles and the layered soil is simulated by a se原
ries of horizontal springs with different stiffnesses. Taking the contact surface of each soil layer as the interface, the
front and rear row pile support structures are divided into several parts. The active earth pressure acting on the rear
row piles is calculated by Rankine earth pressure theory, and the passive earth pressure below the bottom surface of
pit foundation of the front row pile is calculated by elastic resistance method, taking into account the linear variation
of resistance coefficient of foundation along the depth . Based on the theory of Euler-Bernoulli double-layer founda原
tion beam, the pile-pile and pile-soil interaction are considered to obtain the differential equations and the power se原
ries solutions of double-row pile support structure in the layered foundation. Then, according to the continuous condi原

收稿日期：2019-11-20
基金项目：国家自然科学基金资助项目（51678231，52078205），National Natural Science Foundation of China（51678231，52078205）；湖南省
自然科学基金资助项目（2020JJ3013），Natural Science Foundaton of Hunan Province（2020JJ3013）
作者简介：张玲（1982—），女，浙江临海人，湖南大学副教授，博士
覮通讯联系人，E-mail：zhanglhd@163.com

*

第 47 卷 第 11 期
2 0 2 0 年 11 月

湖 南 大 学 学 报（ 自 然 科 学 版 ）

Journal of Hunan University（Natural Sciences）
Vol.47，No.11
Nov. 2 0 2 0

DOI：10.16339/j.cnki.hdxbzkb.2020.11.014文章编号：1674—2974（2020）11—0120—07



张玲等：成层地基中考虑桩桩相互作用的双排桩受力变形分析

近十多年来，由前排桩、后排桩和连系梁（板）组

成的双排桩支护结构，因其具有较大的侧向刚度，可

有效限制支护结构变形且不需设置内支撑，相较于

拉锚结构又无需太多场地，而在基坑支护工程中得

到广泛应用 [1-8].但双排桩支护结构受力变形机理及
设计计算非常复杂，为此国内外不少学者对此展开

了深入研究.余志成等[9]首先在深基坑挡土护坡桩中
采用双排桩支护形式，并通过模型试验验证了双排

桩的整体刚度大和水平位移小的特点. OU等[10]进行
了基坑开挖的数值模拟分析，研究了基坑开挖过程

对双排桩支护结构的作用效应.何颐华等[1]基于土拱
理论提出一种双排桩支护结构的土体积比例系数

法，认为前、后排桩所受侧向土压力是按前、后排桩

之间滑动土体占土体总量的比例关系确定的 . 刘
钊[11]提出了桩土相互作用的 3种情况，分为基坑底
面以上部分桩后土、桩间土以及基坑底面以下的土.
黄强 [12]基于朗肯土压力理论，首次提出刚塑性分析
法，通过独立的刚塑性体分析桩间土体，并提出了

空间效应系数. 曹净等 [13]通过引入等效桁架模型，
将前、后排桩桩间土等效为平面桁架结构，进而提

出一种基坑双排桩支护结构的改进计算模型. 张玲
等[14]考虑桩桩相互作用对双排桩进行了受力变形分
析.彭文祥等[8]、张虎元等[15]、郑轩等[16]对双排桩结构
最佳排距和破坏形式进行了模型试验研究.
以上研究大都是基于均质地基中的双排桩支护

结构进行分析，但实际的土层大多是成层的，因此有

必要对成层地基中的双排桩支护结构开展研究.高
阳等[17]采用有限差分数值方法，考虑了桩土相互作
用对双排桩进行了三维动态分析.顾问天等 [18]基于
比例系数法和排桩反力弹簧原理提出了反力弹簧

法，不同土层选用不同刚度的弹簧进行模拟，可准确

描述土的变形情况和土体分层情况.杨德建等[19]和
尹建峰等[20]得到了相似的规律.上述研究 [18-20]表明，
考虑地基土的成层性对描述双排桩支护结构的受力

和变形更加符合实际情况，但忽略了桩-桩相互作
用.实际工程中，当后排桩桩后作用水平推力时，后
排桩向坑内发生挠曲变形并挤压桩间土体；受挤压

的桩间土体传递水平荷载，又对前排桩产生水平推

力作用，使其也向坑内发生挠曲变形，进而挤压前排

桩桩前土体.但通常桩间土具有一定程度水平向的
压缩变形，前、后排桩挠曲变形不一致.蔡袁强等 [21]

指出双排桩间距过小时，支护结构特性与悬臂式单

排桩性能相似.当排距过大时，其特性与拉锚桩相
似；当排距等于 4倍桩径时，支护结构才能发挥最大
的性能.郑刚等 [22]提出了一种考虑部分桩土相互作
用的平面杆系有限元双排桩分析模型，将双排桩之

间土视为薄压缩层，并以水平向弹簧模拟.因此对成
层地基中的双排桩支护结构进行分析研究时，应充

分考虑桩桩以及桩土的相互作用.
鉴于此，本文在郑刚等人[22]研究的基础上，基于

Euler-Bernoulli双层梁理论，充分考虑桩桩相互作
用、桩土相互作用、地基土成层性以及地基反力系数

的线性变化等因素的影响，对双排支护桩的受力变

形进行分析，以期为双排桩支护结构的设计计算提

供参考.

1 计算模型的建立

1.1 双排桩计算模型
根据文献[22]的平面杆系有限元模型，建立如图

1所示计算模型.图中前、后排桩等长，桩身总长度
为 L，排距为 D，基坑开挖深度为 h，以基坑开挖面为
界，开挖面以上 n1层土，开挖面以下 n2层，以土层分
界面对桩身进行分段，共分为 N段，N = n1 + n2.每层
土中的桩段均有一个独立的“y-z”坐标系与其对应.
参考文献[22]，将成层地基中的前、后排桩与桩间土
的相互作用以不同刚度的水平弹簧模拟.为便于计
算，作如下假定：

tions of internal force and displacement and the boundary conditions of pile top and bottom, the horizontal displace原
ment, rotation, shear force and the bending moment of any depth of pile can be obtained. Finally, through one engi原
neering example, the calculation results of this method are compared with the reported results，which verifies the fea原
sibility of the proposed method.

Key words：layered foundation；double-row pile；pile-pile interaction；power series solution
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图 1 成层地基中双排桩支护结构计算模型
Fig.1 Calculation model of double-row

pile in layered foundation

1）前、后排桩均视为竖向放置的 Euler -
Bernoulli梁；

2）连系梁视为刚性体，即忽略其轴向的压缩或
拉伸变形；

3）连系梁与前、后桩桩顶的连接为刚性连接.
1.2 受力分析
1.2.1 后排桩桩后土压力的计算

后排桩桩后土压力按朗肯主动土压力计算 [23]，
且开挖面以下土压力视为矩形分布，如图 1所示.

p i = F+
i-1

n = 1
移酌n Hn+酌i z i蓸 蔀 ka i - 2ci ka i姨蓘 蓡 b. （1）

式中：p i为第 i层土作用在后排桩上的主动土压力强
度，kPa；F为地面超载，kN；酌i 为第 i 层土的天然重
度，kN/m3；Hn为第 n层土的厚度，m；zi为第 i层土的
厚度，m；ci 为第 i 层土的黏聚力，kPa；b 为桩间距，
m；kai为第 i层土的朗肯主动土压力系数，1臆i臆N.
1.2.2 桩间土作用力的计算

前、后排桩在水平推力作用下发生挠曲变形，结

合双排桩支护结构计算模型（图 1），桩间土相互作
用力可表示为式（2）.

q1，i = k1，i b0（y1i - y2i）. （2）
式中：q1，i 为基坑第 i层土的桩土相互作用力，kN；b0
为桩的计算宽度，m，按表 1选取 [24]；y1i为后排桩第 i
段桩身的挠曲变形，mm；y2i 为前排桩第 i 段桩身的
挠曲变形，mm；k1，i为第 i层土的地基反力系数，当桩
长大于桩排距的 4倍（即相当于大于桩间土厚度 5

倍）时，通常可将其理解为薄压缩层，因此可通过式

（3）计算 k1，i值[22].
k1，i = Es i

D . （3）
式中：Es i 为水平方向桩间土的压缩模量平均值，其

值按工程地质手册确定.
当桩长小于桩排距的 4倍，且桩身入土深度范

围内存在多层土时，考虑地基反力系数 k1，i随深度呈
线性变化，每层土的 k1，i可按式（4）计算.

k1，i = k0
i + mi zi. （4）

式中：k 0
i为第 i层土顶面的地基反力系数，kPa；mi为

第 i层土的地基系数比例系数；z i为第 i层土的计算
高度，m.

表 1 桩的计算宽度
Tab.1 Calculation width of pile

桩径（或桩宽）/m 矩形桩 圆形桩

b臆1 b0 = 1.5b + 0.5 b0 = 0.9（1.5b + 0.5）
b跃1 b0 = b + 1 b0 = 0.9（b + 1）

1.2.3 前排桩桩前土抗力的计算
前排桩桩前基坑底面以下土体抗力为：

q2，i = k2，i b0 y2 i. （5）
式中：q2，i为前排桩土体抗力，kN；k2，i为第 i层土的地
基反力系数，当 1臆 i 臆n1 时，前排桩桩前为基坑开
挖区，无地基反力作用，即：

k2，i = 0，1臆i臆n1. （6）
当 n1+1臆i臆N时，考虑地基反力系数 k2，i随深

度的线性变化，

k2，i = k0
i + mi zi，n1 + 1臆i臆N. （7）

2 基本方程的建立与求解

2.1 基本方程的建立
根据上文对前、后排桩受力特点的分析，分别建

立双排桩各微段的挠曲变形微分方程.
后排桩，0 < i < N：

EI d4y1 idz4
i

+ k1，i b0（y1 i - y2 i）= pi. （8）
前排桩，0 < i < N：

EI d4y2 idz4
i

+ k2，i b0 y2 i = k1，i b0（y1 i - y2 i）. （9）
式中：EI为桩身抗弯刚度.
2.2 基本方程的求解
将式（8）改写为：
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y2 i = EI
b0 k1，i

d4y1 idz4
i

+ y1 i - p i
k1，ib0

. （10）
将式（10）求 4次导数，并结合式（9）可得：
当 0 < i < n1时，
d8y1 idz8

i
+ 2b0 k1，i

EI
d4y1 idz4

i
= b0 k1，i
（EI）2 pi . （11）

当 n1 + 1 < i < N时，
d8y1 idz8

i
+ b0（2k1，i +k2，i）

EI
d4y1 idz4

i
+ b20 k1，i k2，i
（EI）2 y1 i =

b0（k1，i +k2，i）
（EI）2 p i. （12）

式（11）（12）为 8阶非齐次非线性常微分方程，可采
用幂级数进行求解，设

yi = a0 +a1 z+a2 z2+…+an zn+…=
肄

n = 0
移an zn. （13）

式中：yi为第 i段桩身侧向位移，mm；an为待定系数，

其中 n = 0，1，2，…
对式（13）分别求 4次导数和 8次导数，再代入

式（11），比较系数可得：
a8 = 0；

a9 =
（Fka i -2ci ka i姨 ）bb0

EI -2b0伊4伊3伊2伊1伊a4
9伊8伊7伊6伊5伊4伊3伊2伊1伊EI ；

a10 =
-ka i bb0

EI +2b0伊5伊4伊3伊2伊a5
10伊9伊8伊7伊6伊5伊4伊3伊2伊EI ；

an = -（n-5）（n-6）（n-7）（n-8）an-5
n（n-1）（n-2）…（n-7） ，n逸11.

（14）
令

y（z）=
7

j = 0
移aj xj . （15）

其中：

xj =
肄

n = 0
移c j，n zn.

c j，8 = 0；

c j，9 =
（Fka i -2c i ka i姨 ）bb0

EI -2b0伊4伊3伊2伊1伊c j，4
9伊8伊7伊6伊5伊4伊3伊2伊EI ；

c j，10 =
-ka i bb0

EI +2b0伊5伊4伊3伊2伊c j，5
10伊9伊8伊7伊6伊5伊4伊3伊2伊EI ；

c j，n = -（n-5）（n-6）（n-7）（n-8）c j，n-5
n（n-1）（n-2）…（n-7） ，n逸11.

（16）

c i，j = 1，i=j，i，j=0，1，2，3，4，5，6，7；
0，i屹j，i，j=0，1，2，3，4，5，6，7.嗓

第 i层土里的桩段转角 兹i、弯矩 Mi和剪力 Qi 可

分别表示为：

兹i = dyidz i
，

Mi = EI d2yidz2
i
，

Qi = EI d3yidz3
i

.

扇

墒

设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设

（17）

将式（15）代入式（17）可得，
兹i =

7

i = 0
移ai x忆

i，

Mi = EI
7

i = 0
移ai x〞i，

Qi = EI
7

i = 0
移ai x忆〞

i .

扇

墒

设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设

（18）

联立式（15）、（18），可得：
y1i

兹1i

M1i

Q1i

y2i

兹2i

M2i

Q2i

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

= TTi

y1i，0
兹1i，0
M1i，0
Q1i，0
y2i，0
兹2i，0
M2i，0
Q2i，0

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

. （19）

式中：yi，0，兹i，0，Mi，0，Qi，0分别为第 i桩段顶端，即 zi = 0
处的侧向位移、转角、弯矩和剪力；TTi为第 i桩段的
内力位移传递矩阵，可表示为式（20）.

TTi = Ti（Ti| zi = 0）-1. （20）
式中:

根据第 i桩段与第 i-1桩段在土层分界面处的
位移与内力的连续性条件，可得:
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y1i，0
兹1i，0
M1i，0
Q1i，0
y2i，0
兹2i，0
M2i，0
Q2i，0
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=

y1（i-1），1（i-1）

兹1（i-1），1（i-1）

M1（i-1），1（i-1）

Q1（i-1），1（i-1）

y2（i-1），1（i-1）

兹2（i-1），1（i-1）

M2（i-1），1（i-1）

Q2（i-1），1（i-1）

杉

删

山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

. （21）

式中：y1（i-1），1（i-1），兹1（i-1），1（i-1），M1（i-1），1（i-1），Q1（i-1），1（i-1），y2（i-1），1（i-1），

兹2（i-1），1（i-1），M2（i-1），1（i-1），Q2（i-1），1（i-1）分别为两个桩的 i-1桩段
的底端位移、转角、弯矩和剪力.
根据传递矩阵法，结合式（19）（21），将第 i段到

第 1段的内力位移连乘，即可获得 i段与第 1段的
内力和位移的关系.
同理将式（13）求 4次和 8次导数并结合式（12）

可得开挖面以下后排桩桩身挠曲变形方程的系数.
后续计算同前一致，最后再结合桩顶和桩底的边界

条件即可求解前、后排桩的桩身位移、转角、弯矩与

剪力.对于桩底的约束条件可考虑以下几种情况：
1）桩底受铰接约束作用，即弯矩和位移为 0；
2）桩底只受竖向约束作用，即弯矩和剪力为 0；
3）桩底为自由端，即弯矩和剪力为 0.

3 算例验证

采用本文方法对文献[22]的双排桩支护结构进
行分析.工程情况简介如下：某酒店工程基坑地面以
上 17层（局部 19层），地下 1层.基坑开挖深度为 6
m，地下水位于 1 m左右，工程地质状况见表 2.基坑
支护结构采用双排钻孔灌注桩排列成梅花形状，桩

顶设置冠梁，桩顶位于自然地面下 2 m.基坑围护结
构主要设计参数是：双排桩，桩径 600 mm，桩长 16.8
m，排间距 2.5 m，桩间距 1.5 m，m值根据天津软土经
验值取 1 500 kN/m3，其他工程资料详见文献[22].

根据实际情况确定边界条件：前、后排桩桩底位

移、弯矩为 0；前、后排桩桩顶位移相等，前排桩桩顶
转角为 0.文献[22]考虑基坑开挖面以上后排桩土压
力呈三角形分布，基坑开挖面以下为矩形分布，并且

考虑桩间土与前、后排桩的相互作用进行了理论计

算分析.将本文方法计算结果与文献[22]结果进行比
较，比较结果如图 2和图 3所示.

表 2 各土层物理力学参数指标
Tab.2 Physical and mechanical parameters of each soil layer

土层名称 层厚/m 埋深/m 重度/（kN·m-3） c/kPa 渍/（毅）
素填土 1.2 1.2
黏土 1 1.6 2.8 19.0 21 8.5

淤泥质黏土 10.2 13.0 17.8 17 10
黏土 2 4.0 17.0 18.2 22 10
粉土 1.5 18.5 20.1 15 25
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图 2 前排桩侧向位移图
Fig.2 Lateral displacement diagram of the front row piles
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图 3 后排桩侧向位移图
Fig.3 Lateral displacement diagram of the rear row piles

由前、后排桩的侧向位移对比分析得知：本文前

排桩的变形趋势与文献[22]结果基本一致，前排桩桩
身侧移在桩身下半部分有一定增大的趋势，这主要

是本文使用一系列非线性弹簧更加合理地考虑了桩

土相互作用.后排桩的侧向位移在开挖面以上和文
献[22]吻合较好，在开挖面以下有一定的差异，可能

湖南大学学报（自然科学版） 2020年124



是由于本文假设后排桩基坑底面以下的主动土压力

随土层线性变化，而文献[22]则假设基坑底面以下的
土压力为矩形分布，在深度较大时，本文计算的土压

力较文献[22]偏大，从而导致作用在双排桩上的横向
荷载偏大，因此在后排桩的底部侧移较文献 [22]偏
大.本文土压力的分布假设更加符合建筑基坑支护
技术规程 [23]的要求.从整个双排桩支护结构来看，
前、后排桩的侧向位移与文献[22]的变化趋势基本一
致，验证了本文方法的合理性.

此外，由图 2、图 3亦可见，若不考虑土的成层
性，前排桩在桩顶部分侧向位移会偏大，在桩底会偏

小.这是由于不考虑土的成层性，利用加权平均计算
一个假想的单一土层的参数，在桩顶部分会过高估

计桩土相互作用，使得桩顶部分侧向位移偏大，反之

在桩底部分则会低估桩土相互作用使得桩底位移偏

小.后排桩的侧向位移在不考虑土层成层性的情况
下，侧向位移趋势与本文结果基本一致，但是在数值

上较考虑土的成层性增大了 10%~20%.由此可见：
地基土的成层性对双排桩支护结构的受力变形有较

大影响，在相关设计计算时需考虑地基土的成层性.

4 结 论

本文基于 Euler-Bernoulli双层地基梁理论，对
成层地基中的双排桩支护结构的受力变形进行了分

析.本文方法具有如下优点：
1）可考虑地基土的成层性、桩土相互作用、前排

桩的设置对后排桩受力变形的影响以及地基反力系

数随土层的变化.
2）将前、后排桩分别视为竖向放置的弹性结构，

将桩身穿过的地基土理想为水平向的弹性均质体，

以不同刚度的水平弹簧模拟前、后排桩与其间成层

地基土体的相互作用，借此来完成前、后排桩的相互

作用力的传递和变形协调.
3）获得了前、后排桩支护结构各微段的位移与

内力的幂级数解答.
采用本文方法对某工程实例进行分析，并与实

测值进行对比表明，本文方法计算结果在一定程度

上能够反映双排桩支护结构的侧向位移趋势，并且

较不考虑土的成层性更接近于实测值，说明本文的

计算方法具有一定的可行性.但是对于复杂的地下

结构，土与结构共同作用以及土体的非线性行为等

都对支护结构的变形有着很大的影响，双排支护结

构桩桩、桩土相互作用过程极为复杂，因此相关研究

工作仍有待进一步深入.
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