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Timoshenko梁的第二频谱分析

夏桂云 覮
（长沙理工大学 土木工程学院，湖南 长沙，410114）

摘 要：推导 Timoshenko梁振动微分方程的初参数解，结合边界条件，建立简支梁的频率
方程.当固有频率小于临界频率时，频率方程有双曲正弦函数与三角正弦函数之积的因式，当
固有频率大于临界频率时，此因式变成为双三角正弦函数之积，此即 Timoshenko梁产生第二
频谱的理论原因.推导出等截面等跨径的 2耀3跨连续 Timoshenko梁的频率方程，并从理论上
预测存在第二频谱现象的其他结构.建立了简支 Timoshenko梁第一、二频谱的频率计算公式.
通过实例验证第二频谱的存在.通过微分方程求解，论证了临界频率是结构固有频率的有效组
成部分，其对应的竖向位移模态无振幅、转角位移模态的振幅为常数；指出数值分析时，由于

计算机截断误差的影响，所预测的临界频率有误差、所对应的竖向位移模态为不规则模态

等特点.
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Analysis on the Second Frequency Spectrum of Timoshenko Beam
XIA Guiyun覮

（School of Civil Engineering，Changsha University of Science and Technology，Changsha 410114，China）

Abstract：Incorporating the boundary conditions, initial parameter solutions of vibration differential equations for
Timoshenko beam are used to derive the frequency equation of a simply-supported beam. When the natural frequency
is less than the critical frequency, the frequency equation can be factorized into the hyperbolic sine function and the
trigonometric sine function, while, when the natural frequency is greater than the critical frequency, the frequency e原
quation can be factorized into double trigonometric sine functions, which is the crucial reason for the existence of the
second frequency spectrum. Frequency equations for two-span and three-span continuous Timoshenko beams with u原
niform cross sections and equal spans are derived. Other structures with the second frequency spectrum are forecasted
theoretically. The formulas for the first and second frequencies are deduced for simply-supported Timoshenko beam.
The existence of the second frequency spectrum is confirmed through the examples. Through solving the differential e原
quation of motion, the critical frequency is proven to be an efficient part of the natural frequencies for the framed
structures. The corresponding mode shape of the critical frequency contributes to the displacement mode shape with
zero amplitude and rotation mode shape with constant amplitude. Due to the truncation error of the computer, the criti原



夏桂云：Timoshenko梁的第二频谱分析

梁的弯曲振动是土木 [1]、机械、石油、化工、航空
航天等领域的重要问题，已有多种理论.最早、最经
典的理论是 Euler梁模型，该模型考虑了梁的弯曲和
截面惯性力，适应于细长杆系结构的分析计算，但对

高跨比较大的深梁结构，存在静力问题计算挠度偏

小[2]、动力问题高估振动频率和有无限阶次频率 [3]等
不足. Elishakoff等[4]评述 Rayleigh梁考虑了截面转动
惯量的影响，对 Euler梁进行改进. Shear梁模型考虑
结构弯曲、剪切变形的影响和截面惯性力，但没有考

虑截面转动惯量影响（此模型不同于一般的不考虑

结构弯曲的简单剪切梁模型和纯剪切梁模型 [5]）.
1921年 Timoshenko [6-7]综合考虑截面弯曲和剪切变
形、惯性力和转动惯量的影响，提出经典的 Timo原
shenko梁模型，该模型保留梁的平截面假定，放弃直
法线假定，通过引入截面剪切修正系数来弥补剪切

本构关系方面的不足（假定截面剪应力不均匀、剪应

变均匀）[8-9].相比于 Euler梁、Rayleigh梁和 Shear梁，
Timoshenko梁有显著进步，提高了计算精度，扩大了
应用范围，杆系结构的静力、动力和稳定问题都可基

于 Timoshenko梁理论进行分析 [1].但该理论颇具争
议，至今仍众说纷纭的第二频谱问题[10-12]和截面剪切
修正系数定义问题[8，13-15]，还有振动微分方程解耦后
存在挠度关于时间四阶导数项，其物理意义不明确

的问题，因此其后出现众多的修正理论. 1927 年
Love [16]根据梁段微元体平衡，提出 Timoshenko梁的
修正模型，即忽略挠度关于时间四阶导数项，可称

为 Love梁. 镕陈 等[17]采用双挠度理论也推导出了与
Love梁相同的微分方程，并认为导致 Timoshenko梁
模型中出现挠度关于时间四阶导数项的原因是，没

有考虑剪切转角的转动惯量，如果舍弃挠度关于时

间四阶导数项，则可考虑截面剪切转角的转动惯量

影响. Elishakoff等 [18-19]同样导出了与 Love梁相同的
微分方程，并认为此理论比 Timoshenko梁理论更一
致、更简单，其命名为截断 Timoshenko梁. Love梁虽
然形式比 Timoshenko梁简化，微分方程求解方便，但
是其没有对应的能量泛函，不能通过变分原理导出，

也没有对应的有限元列式. Xia等[20]研究了考虑截面

剪切变形和全转动惯量影响的 Timoshenko梁振动特
性，证明此种 Timoshenko梁修正理论无第二频谱问
题和结构固有频率有界特性.

Timoshenko梁的第二频谱现象是指一种振型对
应两个固有频率.两端简支、两端导向和简支-导向
的单跨 Timoshenko 梁，多跨连续的等截面等跨径
Timoshenko梁都存在第二频谱现象. Traill-Nash[21]于
1953年最先发现和报道简支 Timoshenko 梁存在第
二频谱现象，相继得到 Anderson[22]、Dolph[23]等学者的
确认，但也有学者[24-27]认为第二频谱没有物理意义而
应舍弃.有些学者[4，28]则认为结构的振型包括了竖向
变形和转角，如果将变形和转角同等看待，则振幅

不一致的振型不能认为是同一振型，因此也就不存

在第二频谱问题. 现在越来越多的实验测试结果[29-
32]证实了第二频谱现象不仅存在，而且实验测试的结
构固有频率与 Timoshenko 梁理论预测结果符合较
好，因此没有理由草率地去否定、甚至舍弃第二频谱.
本文试图对 Timoshenko梁第二频谱产生的原因进行
理论解释，以期提高结构模态识别精度，促进以模态

叠加法等为基础的动力分析方法的发展，谋求在

Timoshenko梁第二频谱问题上取得共识.

1 Timoshenko梁振动的理论解析

Timoshenko梁振动的微分方程 [1，2，20]求解采用分
离变量法，设竖向位移 w（x）分解为竖向位移函数
W（x）和时间函数 T（t），如下：

w（x，t）= W（x）·T（t） （1）
式中：T（t）= a1 sin（棕t）+ a2 cos（棕t）
则解耦后的振动微分方程为：

坠4W坠x4 + 棕2 籽I
D + 籽A

C蓸 蔀 坠2W坠x2 +
籽A·籽I·棕4

D·C - 籽A棕2
D蓸 蔀W = 0 （2）

式中：D 越 EI、C 越 滋GA，A、I和 滋分别为截面的面积、
抗弯惯性矩和剪切修正系数；E、G 和 籽分别为材料
的弹性模量、剪切模量和密度；棕为结构的圆频率.

cal frequency predicted by the finite element method shows error, and the mode shape of the displacement is very ir原
regular.

Key words：frequency analysis；cutoff frequency；second frequency spectrum；Timoshenko beam
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Timoshenko梁振动存在临界频谱（或称为移频
频率，其定义为 棕C = C/籽l姨 ），式（2）可根据结构固
有频率 棕与临界频率 棕C的大小关系有 3种解.

1）固有频率小于临界频率时（棕 约 棕C）

此时结构的竖向变形、转角、剪力和弯矩用初参

数（即 x = 0时的 W 0、鬃0、Q0、M0）表示为：
W（x）=a1（x）W 0+b1（x）鬃0+c1（x）Q0+d1（x）M0
鬃（x）=a2（x）W 0+b2（x）鬃0+c2（x）Q0+d2（x）M0
Q（x）=a3（x）W 0+b3（x）鬃0+c3（x）Q0+d3（x）M0
M（x）=a4（x）W 0+b4（x）鬃0+c4（x）Q0+d4（x）M0

扇

墒

设设设设设设设缮设设设设设设设

（3）

其中，波数定义为：

琢= 棕
2姨 - 籽I

D + 籽AC蓸 蔀+ 籽I
D - 籽AC蓸 蔀 2

+ 4籽A
D棕2姨姨

茁= 棕
2姨

籽I
D + 籽AC蓸 蔀+ 籽I

D - 籽AC蓸 蔀 2
+ 4籽A

D棕2姨姨
扇

墒

设设设设设设设设缮设设设设设设设设

相关系数定义为：

酌 = 琢 1 + 籽A棕2
C琢2蓘 蓡，渍 = 茁 1 - 籽A棕2

C茁2蓘 蓡 （4）
式（3）振型函数 ai（x），b i（x），ci（x），di（x），i =

1，2，3，4，详见文献[2，20]，为节约篇幅不再列出.
2）固有频率大于临界频率时（棕 跃 棕C）

此时结构的竖向变形、转角、剪力和弯矩仍可用

式（3）表示，但波数、相关系数和振型函数需另行定
义.波数定义为：

琢忆= 棕
2姨

籽I
D + 籽AC蓸 蔀+ 籽I

D - 籽AC蓸 蔀 2
+ 4籽A

D棕2姨姨
茁= 棕

2姨
籽I
D + 籽AC蓸 蔀+ 籽I

D - 籽AC蓸 蔀 2
+ 4籽A

D棕2姨姨
扇

墒

设设设设设设设设缮设设设设设设设设

（5）
相关系数定义为：

酌忆 = 琢 1 - 籽A棕2
C琢2蓘 蓡，渍 = 茁 1 - 籽A棕2

C茁2蓘 蓡 （6）
振型函数 ai（x），b i（x），c i（x），di（x），i=1，2，3，4的

具体表达式与文献[20]一致.
3）固有频率等于临界频率时（棕 = 棕C）

微分方程退化为：

坠4W坠x4 + 茁2 坠2W坠x2 = 0 （7）
式中：波数退化为 琢=0，茁= A

I + C
D姨 .

对于常规杆系结构，如果采用 Timoshenko梁单
元进行结构的自由振动分析，可得到一固有频率与

临界频率非常接近，位移振型较特别的模态，此模态

说明临界频率是结构频谱的有效组成部分，其详细

讨论在本文第 5节进行.

2 简支梁的第二频谱现象

对于两端简支的 Timoshenko梁，当 棕 约 棕C时，
由边界条件知：当 x = 0时，W 0 = M0 = 0；当 x = L 时，
W L = ML = 0，得到频率方程为

sinh（琢L）sin（茁L）= 0 （8）
结构固有频率解为 sin（茁L）= 0，即 茁 = k i仔/L，k

= 1，2，3，…，kC .此时结构仅有一支固有频率.此支频
率的最大个数为：

kC = int L仔 A
I + C

D姨蓸 蔀 （9）
当 棕 跃 棕C时，同理可推导频率方程为：

sin（琢忆L）sin（茁L）= 0 （10）
结构固有频率解为 sin（琢忆L）= 0或 sin（茁L）= 0，

对应解为 琢忆 = n仔/L（n = 1，2，3，…）或 茁 = k仔/L（k =
kC + 1，kC + 2，…）结构有 2支固有频谱.

当 k = n时，结构振型相同（振幅归一化处理），
但频率不同，即一种振型对应两种固有频率，出现第

二频谱现象.频率方程式（10）出现两支解是简支
Timoshenko梁存在第二频谱的理论原因.

由于简支 Timshenko梁的竖弯振型都呈正弦波
形式，含有 k 个半波正弦的振型所对应的第一、第二
频率见式（11）.
利用式（11）即可快速确定振型和第一、二频谱.

棕1=
籽A
EI + k仔

L蓸 蔀 2 籽I
EI + 籽A

滋GA蓸 蔀- 籽A
EI + k仔

L蓸 蔀 2 籽I
EI + 籽A

滋GA蓸 蔀蓘 蓡 2
-4 k仔

L蓸 蔀 2
籽I·籽A

EI·滋GA姨 2·籽I·籽A
EI·滋GA姨

棕2=
籽A
EI + k仔

L蓸 蔀 2 籽I
EI + 籽A

滋GA蓸 蔀+ 籽A
EI + k仔

L蓸 蔀 2 籽I
EI + 籽A

滋GA蓸 蔀蓘 蓡 2
-4 k仔

L蓸 蔀 2
籽I·籽A

EI·滋GA姨 2·籽I·籽A
EI·滋GA姨

扇

墒

设设设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设设设

（11）
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3 存在第二频谱现象的其他结构

当固有频率从小于临界频率变化到大于临界频

率时，如果频率方程有形如简支 Timoshenko梁的变
化规律，则在理论上存在第二频谱现象.有此特征的
结构有两端导向（竖向位移活动、转角固定）单跨

Timoshenko梁、简支-导向单跨 Timoshenko梁、等截
面等跨径的多跨连续 Timoshenko梁等.
3.1 单跨 Timoshenko梁的频率方程

两端导向单跨 Timoshenko梁、简支-导向单跨
Timoshenko梁的频率方程如表 1所示.

表 1 两端导向和简支原导向的
单跨 Timoshenko梁频率方程

Tab.1 Frequency equations of one-span Timoshenko
beam with guided-guided and hinged-guided ends

边界条件 频率方程（棕 约 棕C） 频率方程（棕 跃 棕C）

两端导向 sinh（琢L）sin（茁L）= 0 sin（琢忆L）sin（茁L）= 0
简支原导向 cosh（琢L）cos（茁L）= 0 cos（琢忆L）cos（茁L）= 0

从表 1可以看出，两端导向和简支-导向的单跨
Timoshenko梁，其频率方程随固有频率的变化都有
如两端简支的单跨 Timoshenko梁的特征，因此也存
在第二频谱现象.
3.2 等截面等跨径的多跨连续 Timoshenko梁
利用式（3）建立传递矩阵法，可推导等跨径等截

面的多跨连续 Timoshenko梁的频率方程.
1）等截面等跨径的二跨连续 Timoshenko梁
当 棕 约 棕C时：
sinh（琢L）sin（茁L）（渍sinh（琢L）cos（茁L）-

酌cosh（琢L）sin（茁L））= 0 （12）
当 棕 跃 棕C时：
sin（琢忆L）sin（茁L）（渍sin（琢忆L）cos（茁L）-

酌忆cos（琢L）sin（茁L））= 0 （13）
2）等截面等跨径的三跨连续 Timoshenko梁
当 棕 约 棕C时：

sin（琢L）sin（茁L）{sinh（琢L）sin（茁L）[2酌渍-
2酌渍cosh（琢L）sin（茁L）+（酌2-渍2）sinh（琢L）sin（茁L）]+
3[渍sinh（琢L）cos（茁L）-酌cosh（琢L）sin（茁L）]2}=0

（14）
当 棕 跃 棕C时：

sin（琢忆L）sin（茁L）{sin（琢忆L）sin（茁L）[2酌忆渍-
2酌忆渍cos（琢忆L）sin（茁L）-（酌忆2-渍2）sin（琢忆L）sin（茁L）]+
3[渍sin（琢忆L）cos（茁L）-酌忆cos（琢忆L）sin（茁L）]2}=0

（15）
由式（12）耀式（15）可知，等截面等跨径的二跨、

三跨连续 Timoshenko梁中，其频率方程中的第一个
因式形如式（8）、式（10），因此理论上也存在第二频
谱现象，其振动模态为单跨简支 Timoshenko梁的振
动模态在多跨连续结构中反对称扩展.对于等截面
等跨径的多于三跨的连续 Timoshenko梁，频率方程
中同样存在形如式（8）、式（10）的因式和变化规律，
因此理论上也存在第二频谱问题，但频率方程过于

复杂，此处不再列出其具体表达式.对于等截面但跨
径不等的多跨连续 Timoshenko梁，当跨径比满足每
跨内有整数半波的振动条件时，也同样存在第二频

谱现象.由于跨数、跨径比、波长等参数变化过多，频
率方程推导复杂，一般只能进行数值分析和验证.

4 算例验证

两端简支单跨 Timoshenko梁计算跨径 10 m，横
截面为 1.0 m（宽）伊1.8 m（高）的矩形截面，其剪切修
正系数为 5/6，材料弹性模量为 200 GPa、剪切模量为
80 GPa，材料密度为 7 850 kg/m3.结构前 50阶频率
的理论值（根据式（8）、式（10）求解）和 Ansys数值结
果如图 1所示，无量纲波数 琢（即 琢L/仔）、无量纲波数
茁（即 茁L/仔）值如图 2所示.

理论解
数值解

6 000

4 000

2 000

00 10 20 30 40 50
模态阶次

图 1 前 50阶频率值比较
Fig.1 The comparison of the first 50 frequencies

从图 1可以看出，结构前 50阶频率的理论结果
与利用 Ansys软件计算 [33]的数值结果（结构划分为
200个单元、Beam3单元）符合较好，最大误差不超过
0.97%.图 2中，无量纲波数 琢L/仔、茁L/仔如果取整数
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k（图 2图标有填充时为整数，空心时为小数），其对
应于含有 k 个正弦半波的振型，此振型有 2个固有
频率.根据式（11），结构第一频谱的第 1、2阶振动频
率、无量纲波数和所对应的第二频谱的第 1、2阶（按
固有频率排序，其对应振型为第 8、9阶振型）振动频
率、无量纲波数如表 2所示，即结构的第 1阶和第 8
阶、第 2阶和第 9阶振动模态为频谱对.

无量纲波数 琢
无量纲波数 茁

32
28
24
20
16
12

8
4
00 1 000 2 000 3 000 4 000 5 000 6 000

频率/Hz
图 2 前 50阶无量纲波数值

Fig.2 The first 50 dimensionless wave numbers

表 2 结构前二阶振动频率和无量纲波数值
Tab.2 The first and second frequencies

and dimensionless wave numbers

第一频谱 第二频谱

模态

阶次

频率值

/Hz
琢L仔 茁L仔

模态

阶次

频率值

/Hz
琢忆L仔 茁L仔

第 1阶 59.715 0.926 1.000 第 8阶 962.221 1.000 6.018
第 2阶 202.641 1.533 2.000 第 9阶 1134.223 2.000 6.907

将振型归一化后，第一频谱的第 1、2 阶振型
和所对应的第二频谱振型第 1、2阶振型（对应振
型为第 8、9阶振型）的位移振型、转角振型如图
3、图 4所示.
从图 3、图 4可以看出，将振型归一化后，第一频

谱的第 1、2模态与第二频谱的第 1、2阶模态完全相
同，验证了两端简支的单跨 Timoshenko梁存在第二
频谱现象.
简支-导向单跨 Timoshenko梁第一频谱的第 1、

2阶模态与第二频谱的第 1、2阶模态（对应于第 7、8
阶模态）的位移、转角模态如图 5、图 6所示.
从图 5、图 6可以看出，将模态归一化后，简支-

导向的单跨 Timoshenko梁第一频谱的第 1、2模态与
第二频谱的第 1、2阶模态完全相同，同样存在第二
频谱现象.

0 2.0 4.0 6.0 8.0

1.0

0.5

0

-0.5

-1.0

模态 1
模态 8
模态 2
模态 9

位置/m
图 3 简支-简支梁的第 1、2阶位移模态图

Fig.3 The first and second displacement modes
of hinged-hinged Timoshenko beam

模态 1
模态 8
模态 2
模态 9

0 2.0 4.0 6.0 8.0

1.0

0.5

0

-0.5

-1.0
位置/m

图 4 简支-简支梁的第 1、2阶转角振型图
Fig.4 The first and second rotation modes

of hinged-hinged Timoshenko beam

模态 1
模态 7
模态 2
模态 8

1.0

0.5

0

-0.5

-1.00 2.0 4.0 6.0 8.0
位置/m

图 5 简支-导向 Timoshenko梁第 1、2阶位移模态
Fig.5 The first and second displacement modes

of hinged-guided Timoshenko beam
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图 6 简支-导向 Timoshenko梁第 1、2阶转角模态

Fig.6 The first and second rotation modes
of hinged-guided Timoshenko beam

5 临界频率的振型分析

临界频率将 Timoshenko梁的振动分析为两区段
的 3种特例，其分界点即为临界频率.临界频率是结
构频谱的有效组成部分，但其对应的模态非常特别，

是 Euler梁、Love梁、Shear梁所没有的，需要特别分
析.本文以简支 Timoshenko梁为例进行模态的理论
分析.
5.1 临界频率所对应的模态特点
当结构固有频率等于临界频率时，微分方程式

（7）的解[24-25]为：
W（x）=A 1cos（茁x）+B1 sin（茁x）+C1+D1 x
鬃（x）=a1cos（茁x）+b1 sin（茁x）+c1+d1 x嗓 （16）
根据 Timoshenko梁的平衡方程要求，有：
坠鬃坠x = 坠2W坠x2 + 籽A棕2

D W （17）
式（16）解中，待定系数间存在如下关系：
a1= C

茁D·B1，b1=- C
茁D·A 1，D1=0，d1=A

I ·C1 （18）
将待定参数代入微分方程（7）的解中，有

W（x）=A 1 cos（茁x）+B1 sin（茁x）+ C1

兹（x）=A 1 C
茁D cos（茁x）-A 1 C

茁D sin（茁x）+c1+C1 A
I x

Q（x）=-A 1 AC
茁I sin（茁x）+B1 A C

茁I cos（茁x）-C1 A
I x-c1·C

M（x）=B1Csin（茁x）+A 1Ccos（茁x）-C1 AD
I

扇

墒

设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设

（19）
引入简支边界条件，即 W（0）=M（0）=0，得 A 1=

C1=0；W（L）=M（L）=0，得：

B1 sin（茁L）=0，B1Csin（茁L）=0 （20）
一般条件下 sin（茁L）屹0，故 B1=0，有
W（x）=0，兹（x）=c1，Q（x）=c1·C，M（x）=0 （21）
此时结构振动为一种特殊模态，只有截面转动

振动且振幅恒定，而竖向位移振动无振幅.
如果结构的跨径满足 sin（茁L）= 0，即 L = k仔/茁

（k=1，2，3，…，肄），则 B1屹0，结构则为有幅振动，此
时结构的模态为：

W（x）=B1sin（茁x），兹（x）=B1Ccos（茁x）/茁D+c1 （22）
5.2 临界模态特征的有限元预测

利用有限元软件进行杆系结构的固有频率、振

型分析时，如果采用 Timoshenko梁单元，则可捕捉到
临界频率和临界模态.但是有限元将自由振动分析
转为特征值问题，由于计算机存在截断误差，会预报

与临界频率理论值极为接近的频率值，所对应的竖

向位移模态未能如理论预测那样为无振幅振动，而

是有幅振动且不规则，但转角位移模态振幅恒定.如
本文上述算例，采用 Ansys软件计算的临界频率（结
构划分为 200个单元、Beam3单元）为 892.675 Hz、
理论计算值为 892.602 Hz.竖向位移和转角位移模
态如图 7、图 8所示.

1.5伊10-9

0

-1.5伊10-90 2.0 4.0 6.0 8.0
位置/m

图 7 临界频率对应的位移模态的 Ansys结果
Fig.7 Displacement mode of the critical

frequency predicted by Ansys

0 2.0 4.0 6.0 8.0

6.0伊10-3

0

-6.0伊10-3

位置/m
图 8 临界频率对应的转角模态的 Ansys结果

Fig.8 Rotation mode of the critical
frequency predicted by Ansys

从图 7可以看出，竖向位移模态（自由振动分析
所对应的特征向量）最大振幅为 1.467 4伊10-9，与其
他模态振幅相比小 6个数量级，因此可以认为此模
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态的振幅理论上应为 0，但由于计算机截断误差的原
因，出现一些不为 0的伪数据，构成振幅无规律的模
态，理应舍弃.从图 8可以看出，转角位移模态则与
理论预测一致，为振幅恒定的模态.

6 结 论

通过建立 Timoshenko梁振动的初参数解，利用
此解对 Timoshenko 梁第二频谱现象进行了理论研
究.由于临界频率将结构的固有频率分为三部分，使
得微分方程所对应的特征方程根与临界频率有关，

其性质随固有频率发生变化，从而使得其频率方程

有形如式（8）、式（10）的变化规律，当固有频率大于
临界频率时，频率方程式（10）有两支解，即第二频谱
产生的根本原因.

1）所有频率方程（或者频率方程中的因式）有形
如式（8）、式（10）变化特征的结构，都存在第二频谱
现象，如两端简支、两端导向、简支-导向的单跨
Timoshenko梁，等截面等跨径多跨连续 Timoshenko
梁、满足每跨内有整数半波振型的等截面不等跨径

多跨连续 Timoshenko梁等.
2）理论和数值分析表明，临界频率是 Timoshenko

梁结构固有频率的有效组成部分.临界频率所对应
的模态有无振幅竖向位移振型、有恒定振幅的转角

位移振型；在特殊条件下，如跨径满足 L = k仔/茁（k 为
整数）条件，临界模态也可转化为竖向位移有振幅的

模态.
3）利用 Timoshenko梁单元进行杆系结构振动的

有限元分析时，能预测与临界频率极为接近的固有

频率、振幅非常小且无规则的竖向位移模态. 此时
应将固有频率视为临界频率、竖向位移模态视为无

振幅模态，出现误差的原因是计算机的截断误差所

引起.
4）Timoshenko梁的第二频谱现象目前有不同的

观点，但是此现象已被众多实验所证实，也能从理

论上进行解释和分析，不应轻言其不合理而舍弃，

而应通过更多研究或者提出更合理的深梁结构理

论来验证.
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