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基于改进蒙特卡洛法求解辐射
传热问题的计算精度评价
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（1. 东北大学 冶金学院，辽宁 沈阳 110000；
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摘 要：针对传统蒙特卡洛法计算辐射传输耗时问题，提出了一种改进蒙特卡洛方法，通

过比例迭代累加法来求解反射及散射能量，从而大幅减少了计算时间 .引入直接评价方法，以

包含参与性介质的密闭系统（方形和圆形为例）为例，分析了网格密度、发射能束数及物性参

数对改进蒙特卡洛法计算精度的影响 .当光学厚度为 0.005时，采用改进蒙特卡洛方法求得方

腔及圆形腔的表面微元辐射通量的相对均方根误差值分别为0.002 5及0.002 3，而采用传统蒙

特卡洛方法时对应误差分别为0.008 0及0.003 7.可见，相同计算条件下，改进蒙特卡洛方法对

辐射换热问题具有更高的精度 .进一步研究了追踪能束数对计算误差的影响规律，给出了计

算误差与追踪能束数拟合关系式，为计算该类问题的能束数选取提供了支撑 .
关键词：蒙特卡洛法；评价；计算精度；计算效率
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Evaluation on Computational Accuracy for Improved Monte
Carlo Method of Radiative Heat Transfer Problem
LI Guojun1†，ZHONG Jiaqi1，LI Dingyong1，WANG Xiaodong2
（1. College of Metallurgy，Northeastern University，Shenyang 110000，China；
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Abstract：Aiming at the time-consuming problem of traditional Monte Carlo calculation for radiation transmis⁃
sion，this paper develops an improved Monte Carlo method，which solves the reflection and scattering energy
through proportional iterative accumulation method，thereby greatly reducing the calculation time. The direct evalua⁃
tion method is introduced，and the closed system containing participating media（square and circular as examples）
is used as an example to analyze the influence of the grid density，the number of emitted energy beams and the physi⁃
cal parameters on the calculation accuracy of the improved Monte Carlo method. When the optical thickness is
0.005，the relative root mean square error of radiation flux for the square cavity and the circular cavity is 0.002 5 and
0.002 3 respectively by using the improved Monte Carlo method，while the corresponding errors are 0.008 0 and
0.003 7 respectively when the traditional Monte Carlo method is used. It can be seen that under the same calculation
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conditions，the improved Monte Carlo method has higher accuracy for the radiation heat transfer problem. The influ⁃
ence of the tracking energy beam number on the calculation error is further studied，and the fitting relationship be⁃
tween the calculation error and the tracking energy beam number is given，which provides support for the selection of
the energy beam number.

Key words：Monte Carlo method；evaluation；calculation accuracy；computational efficiency

能源动力、航空航天等领域的传热过程通常以

辐射传热为主，大多数情况该类问题难于进行解析

求解而多借助于数值方法进行求解，故而对该类问

题的数值计算方法研究具有重要意义［1-5］.蒙特卡洛

方法（Monte Carlo method，MCM）可以精确地处理光

谱特性、非均匀介质、各向异性散射及复杂几何形状

等复杂辐射计算问题，已经成为解决辐射传热的主

要数值计算方法之一［6-9］. MCM是一种统计模拟方

法，其数值结果的精度随着抽样能束数目的增加而

提高，而计算时间随着追踪能束数的增加而增加 .为
兼顾计算精度及计算时间，笔者提出了一种改进

MCM［10］，该方法可以在只进行一次抽样情况下完成

辐射换热求解，且其计算精度及计算效率高于传统

MCM.随着MCM在辐射传热数值模拟计算应用范围

的不断扩展，如何定量分析和评估其计算结果的误

差及精度已成为关注的焦点，建立公认的数值误差

分析和精度评估方法成为MCM主要研究内容之一 .
Siegel等［11］首次用不确定度来估计MCM计算辐射传

热问题的统计误差 . Planas Almazan［12］运用MCM射

线路径轨迹量化了混合网交换公式固有的统计误

差 . Plotnikov和 Shkarupa［13］应用直接模拟MCM求解

稀薄气体动力学问题的统计误差 .阮立明等［14］利用

辐射交换因子的守恒性和互易性的检验来评估

MCM的计算误差，得到一种间接评价MCM计算精度

的方法 . Yarahmadi等［15］提出一种改进平均相对不确

定评价方法，验证由于表面温度和发射率的不确定

性而引起的净热流密度不确定度的新表达式 . Wang
等人［16-17］提出了一种直接定量评价MCM精确度的

评价方法 .
为评价改进MCM计算精度，本文拟采用改进

MCM分别对漫灰表面、参与性各项同性介质的方形

及圆形封闭腔体内的辐射传热问题进行研究，建立

表面和体积微元辐射热通量的误差计算模型，得出

其最小误差与能束数的函数关系 .采用直接定量评

价方法开展基于辐射热通量的改进MCM计算误差的

分析和精度评价，研究网格密度及采样能束数变化对

改进MCM求解辐射传热计算精度及效率的影响 .

1 改进蒙特卡洛法简介

应用区域法求解辐射换热时，当表面段和体积

段的参数确定后，各段之间的辐射传递因子也可通

过计算获得 .若假定微元发射的全部能量到达其他

各段能量的比例与该微元反射能量到达其他各段能

量的比例相同，与发射能量份额及反射能量的份额

无关，则采用MCM求解辐射传递因子时，对全部微

元发射的能束只需进行一次采样追踪，以确定微元

段发射能量到达其他微元段的比例 .当表面微元反

射时，将反射能束按发射能束处理，且到达其他段的

比例在之前已经确定，无需再计算，散射情况也类似

处理 .该思路即为改进MCM，具体求解方法如下 .
1.1 微元发射能束直接到达其他微元段比例

为方便计算，将表面微元按顺序依次命名为 1，
2，…，Ns，体积微元安排在表面微元之后为Ns+1，Ns+
2，…，Ns+Ng，其中 Ng和Ns分别为体积和表面微元总

数，则总微元数为 Ns+Ng. 则热交换场中微元 i发射

能束直接到达微元 j比例为

Pi,j = kUi, j
Ni

（1）
式中：kUi, j（k=1，2，3，…）表示第 i个微元发射的能量

第 k次循环到达第 j个微元的能束数，Ni为第 i段发射

的总能束数，当 k = 1时表示直接到达 .
1.2 微元发射能束到达其他微元段的总能束数

第 i个微元发射的能量最终到达第 j个微元的能

量Ui, j分为直接到达被吸收的能量及经 k次反射后到

达被吸收的能量的累加，则

kUi，j = ∑
m = 1

Ns

k - 1Ui，m (1 - εm )Pm，j（j=1，2，…，Ns）

（2）
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Ui，j =∑
k = 1

kUi，j εj （j=1，2，…，Ns） （3）
式中：Ui,j为第 i微元段发射能束到达第 j微元段能束

总数，其中包含直接到达与反射到达情况，ε为微元

段黑度 .
对体积微元 j=Ns+1，Ns+2，…，Ns+Ng有

kUi，j = ∑
m = Ns + 1

Ns + Ng
k - 1Ui，mωjPm，j （4）

Ui, j =∑
k = 1

kUi, j (1 - ωj ) （5）
式中：ω为散射反照率，Ui, j为第 i微元段发射能束到

达第 j微元段能束总数，其中包含直接到达与散射到

达情况 .
当介质为各项同性散射介质时，

反照率为

ω = κspκe （6）
式中：κe为含粒子介质系的衰减系数，κsp为含粒子介

质系的粒子的衰减系数，ω表示散射介质的散射反

照率 .
首先确定一个随机数R，如果R＞ω，则能束被吸

收，否则被散射 .
确定散射方向是MCM研究含粒子系辐射传递

的关键 .本文仅计算各向同性散射，已知散射相函数

的归一化条件
1
4π ∫4πΦ ( β,η )dΩ = 1 （7）

对于各项同性散射的散射相函数表达为

Φ ( β ) = 1 + bcosβ （8）
对于各项同性散射，即 b = 0时

β = 2πβ （9）
1.3 计算终止条件

当微元段 i发射的能束经过多次的反射或散射

后剩余能量逐渐减少，当剩余能量与发射能量的比

值满足式（10）时，式中 ξ为无穷小量，则认为计算精

度已经满足要求 .
∑
j = 1

Ns + Ng
kUi,j

Ni
< ξ （10）

2 直接定量评价法

将辐射体系划分为M个面元和N个体积微元，

则表面和体积微元净辐射热通量

qai = ∑
m = 1

M

εmσTm 4
Fm → i

Ai
Am +

∑
n = 1

N 4κaσTn 4 Fn → i

Ai
Vn

（11）

qvj = ∑
m = 1

M

εmσTm 4
Fm → j

Vj
Am +

∑
n = 1

N 4κaσTn 4 Fn → j

Vj
Vn

（12）

因计算过程中存在误差，则其真值可以描述为

计算值与计算误差之和，即

qai = q0ai + Δqai （13）
qvj = q0vj + Δqvj （14）

式中：Fm→i 为表面微元m对表面微元 i的辐射交换因

子；Fn→j为体积微元 n对体积微元 j的辐射交换因子；

ε是表面微元 i的黑度；κa是气体光学厚度；A、V分别

为表面微元的面积和体积微元的体积；qai、qvj分别为

表面微元 i、体积微元 j上的净辐射热通量；q0ai、q0vj为计

算值；Δqai、Δqvj为计算误差 .
在等温辐射平衡状态下，净辐射通量理论上为

0，则微元段吸收的辐射能量与发射的辐射能量理论

上绝对相等，从而得到表面微元无因次方程为

Q0
ai = εi （15）

由式（11）（13）（15），可得表面微元 i的无因次净

辐射热流与精确值的偏差

ΔQi = εi - Q0
ai （16）

同理可得，体积微元 j的无因次净辐射热流与精

确值的偏差

ΔQj = 4κaj - Q0
vj （17）

则表面微元和体积微元的辐射热通量相对误差为

δra = ΔQai

εi
（18）

δrv = ΔQvj4κaj （19）
表面和体积微元辐射通量的相对均方根误差表

示为

Ea = 1
M∑i = 1

M æ

è
çççç

ö

ø
÷÷÷÷

ΔQai

Q0
ai

≐ 1
M∑i = 1

M æ

è
ç
çç
ç

ö

ø
÷
÷÷
÷

ΔQai

εi
（20）

Ev = 1
N∑j = 1

N æ

è
ç
çç
ç

ö

ø
÷
÷÷
÷

ΔQvj

Q0
vj

≐ 1
N∑j = 1

N æ

è
ç
çç
ç

ö

ø
÷
÷÷
÷

ΔQvj4κaj （21）
式中：Q0

ai、Q0
vj分别为表面微元 i、体积微元 j上吸收无

因次热流的计算值；ΔQai、ΔQvj分别为表面微元 i、体

积微元 j上吸收无因次热流的计算误差 .
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3 结果与讨论

3.1 网格密度对计算误差的影响

以漫灰表面、参与性各向同性介质的方形及圆

形封闭腔体内的辐射传热问题为例，如图 1所示，将

边长为 L的方腔离散按长度方向Nx和高度方向Ny均
匀划分网格；将半径为 R的圆形腔体沿径向Nr及周

向 Nz划分为均匀网格 . 本节中引入光学厚度 τg =
κa ⋅ ( L Nx )并分析网格划分密度对计算误差影响 .
计算设定条件为：设方腔离散网格数为Nx=Ny=5，10，
20，40，圆形腔体离散网格数为Nz=4，14，28，40，Nr=
2.微元发射能束N=105，表面发射率ε=0.5，介质的散

射反照率ω=0.5.为减小伪随机数的随机性对计算结

果的影响，本文采用 2次计算结果及其平均值进行

研究 .
S41 S80S42 S43

S120 G1561 G1562 G1563 G1600 S160S160

S123S123G120G81 G83G82S83

S82

S81
S1 S2S2 S3

G1 G2 G3

G41 G42 G43

S40

S122

S121

G80

G40

（a）方形

G43
G41

G46

G80
G40

G45

G44

G42

G5

G2G3G4 G1

G6S5 S40

S4

S3 S2

S1

（b）圆形

图1 算例图

Fig.1 The physical model of two-dimensional cavity

由于伪随机数的随机性，不同的离散网格密度

的计算结果随机误差均值表现出不同的噪声 .以图

2（a）（b）（c）（d）和图 2（e）（f）（g）（h）所示，离散网格密

度较小则误差波动明显，离散网格密度越大，结果越

稳定，并且离散网格密度的增加使改进MCM计算结

果的随机性和任意性最小化到更小的程度 . 从图 2
可以看出，方形网格数取Nx=Ny=40，圆形网格数取Nz
=40，Nr=2即可满足精度条件 .
3.2 辐射传热量的精确值和计算值

以漫灰表面、参与性各向同性介质的方形及圆

形封闭腔体内的辐射传热问题为例，将方形离散成

均匀表面微元和体积微元，其中Nx=Ny=40.将圆形腔

体沿径向及周向分别划分为均匀网格，即Nz = 40，Nr
= 2.网格划分如图1所示 .
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（c）方形 Nx=20
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图2 不同网格密度下体积微元辐射热通量计算误差

Fig.2 Calculation error of radiant heat flux of gas
elements with different grid density

当微元发射能束数N=105，表面发射率 ε方=0.8，
ε圆 = 0.5，介质的散射反照率ω=0.5，气体光学厚度分

别为 τg=0.000 5，τg=0.5，τg=50时，表面微元无因次热

通量计算结果分别如图3所示 .
由图 3可知，光学厚度不同时，分别采用改进

MCM及MCM计算方腔及圆形腔内表面微元无因次

热通量的计算值与真实值误差较小 . 当 τg =0.00 5
时，采用改进MCM求解得到的方腔及圆形腔的相对

均方根误差 Ea分别为 0.002 5及 0.002 3（MCM求解

得到的方腔及圆形腔的相对均方根误差 Ea分别为

0.008 0及 0.003 7）；当 τg =0.5时，其改进MCM求解

的Ea分别为 0.002 9及 0.0028（MCM求解的Ea分别为

0.014 1及 0.011 6）；当 τg =50时，其改进MCM求解的

Ea分别为 0.003 2及 0.0031（MCM求解的 Ea分别为

0.027 0及 0.023 8）.由此可以看出，改进MCM对方腔

及圆形腔具有相同适用性，在相同条件下其求解精

度高于MCM.
图 4给出了气体光学厚度分别为 τg =50，τg =0.5，

τg =0.000 5时方腔及圆形腔体积微元辐射热通量计

算值与真实值关系 .由图可知，当 τg =0.000 5时，用

改进MCM求解得到的方腔及圆形腔的相对均方根

误差Ev分别为 0.0013 8及 0.026 8（MCM求解的Ev分
别为 0.040 3及 0.097 8）；当 τg =0.5时，方腔及圆形腔

的相对均方根误差Ev分别为 0.014 2及 0.051 2（MCM
求解的Ev分别为 0.040 3及 0.120 7）；当 τg =50时，方

腔及圆形腔的相对均方根误差 Ev分别为 0.499 7及
0.146 2（MCM求解的Ev分别为1.001 8及0.478 2）.可
见，当其他条件不变时，随着光学厚度增加，MCM及

改进MCM计算结果误差有增大趋势 .
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3.3 微元发射能束数与计算误差关系

设方形及圆形的表面发射率 ε = 0.5，介质的散

射反照率 ω = 0.5，当微元发射能束数 N分别为 N =

1 000，3 000，5 000，10 000，100 000，500 000时，求解

表面和体积微元无因次热通量最小误差值 .

气体微元数

（a）方形 τg =0.000 5
气体微元数

（b）方形 τg =0.5
气体微元数

（c）方形 τg =50

气体微元数

（d）圆形 τg =0.000 5
气体微元数

（e）圆形 τg =0.5
气体微元数

（f）圆形 τg =50
图3 表面微元吸收的辐射热通量的计算值和精度值

Fig.3 Calculation and accuracy of radiative heat flux absorbed by surface elements

图4 体积微元吸收的辐射热通量的计算值和精度值

Fig.4 Calculation and accuracy of radiative heat flux absorbed by gas elements

气体微元数

（a）方形 τg =0.000 5
气体微元数

（b）方形 τg =0.5
气体微元数

（c）方形 τg =50

气体微元数

（d）圆形 τg =0.000 5
气体微元数

（e）圆形 τg =0.5
气体微元数

（f）圆形 τg =50
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表 1给出了 Ea，min、Ev，min与微元发射能束数之间

的关系 .可以看出，随着微元发射能束数增加，最小

误差逐渐减小 .对圆形封闭腔，无因次热通量最小误

差值Ea，min与微元发射能束数N的关系可拟合为如式

（22）所示 .
Ea，min = 0.006 1 + 0.027 5

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú1 + ( )N

2 932
1.192 3 （22）

则有

N = 2 932 × æ

è
ç
çç
ç 0.027 5
Ea，min - 0.006 1 - 1

ö

ø
÷
÷÷
÷
0.838 7

（23）
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（b）Ev，min
图5 Ea，min和Ev，min与N的函数关系

Fig.5 The functional relationship between Ea，min，Ev，min and N

由图 5可知，计算精度随着微元能束数的增加

而提高，但是当达到一定的微元能束数时，能束数继

续增加对计算精度提升逐渐不明显 .通常对于燃烧

模拟，辐射传热计算中可接受的Ea，min误差水平要求

约为 0.01，所以对于用改进MCM求解辐射传热的方

形和圆形算例分别需要微元能束数 N=5 000和 N=
10 000即为满足精度要求 .通过式（23）可以获得不

同最小误差要求情况下需要的微元能束数目 .

4 结 论

本文阐述了基于改进MCM进行求解辐射换热

问题的思路，并引入直接定量评价方法对不同光学

厚度情况下的圆形腔及方腔内参与性介质的辐射热

通量计算精度进行了评价 .研究结果如下：

1）改进MCM对方腔及圆形腔内辐射问题具有

适用性，在相同计算条件下，其直接评价结果明显高

于采用改进MCM进行计算的精度 .如对于光学厚度

为 0.005时，对方腔及圆形腔，采用改进MCM的Ea值

分别 0.002 5及 0.002 3而采用 MCM时 Ea 分别为

0.008 0及0.003 7.
2）研究了微元发射能束数与计算误差关系，给

出了能束数与Ea关系拟合式，为采用改进MCM进行

辐射换热计算提供追踪能束数选取的依据 .
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