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黏弹性基体中FG-CNTRCs圆柱壳热振动特性分析
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摘 要：建立了考虑碳纳米管（Carbon Nanotubes，CNTs）尺度效应的宏观功能梯度碳纳米

管增强复合材料（Functionally Graded Carbon Nanotubes Reinforced Composites，FG-CNTRCs）圆

柱壳自由振动特性的理论模型 . 综合考虑 CNTs的取向和尺度效应，基于 Eshelby-Mori-Tanaka
（EMT）方法和非局部理论建立了宏观CNTRCs的非局部EMT本构模型 . 基于Kirchhoff-Love圆

柱壳假设，采用 Hamilton 原理推导了热环境中 visco-Pasternak 基体中 FG-CNTRCs 圆柱壳的自

由振动控制方程，利用 Navier 法得到两端简支圆柱壳的固有频率，并与文献中结果进行对比，

验证了模型和方法的正确性 . 分析了非局部参数、CNTs 的体积分数和分布方式、圆柱壳的长

厚比、环境温度以及地基参数等对简支 FG-CNTRCs 圆柱壳自由振动特性的影响 . 研究发现，

考虑 CNTs 的尺度效应后会降低 FG-CNTRCs 圆柱壳的抗弯刚度，环境温度对简支 FG-X-
CNTRCs圆柱壳固有频率虚部的影响随 CNTs体积分数的增大而增大，且长厚比和地基的阻尼

参数对虚部的影响有耦合作用 .
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Analysis on Thermal Vibration Characteristic of FG-CNTRCs Cylindrical 
Shell Resting on Viscoelastic Foundation
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Abstract：A theoretical model for the free vibration characteristics of Functionally Graded Carbon Nanotubes 
Reinforced Composites （FG-CNTRCs） thin cylindrical shells considering the scale effect of Carbon Nanotubes 
（CNTs） was established. First， the nonlocal Eshelby-Mori-Tanaka （EMT） constitutive model of macroscopic 
CNTRCs was developed based on the EMT method and nonlocal theory by considering the orientation and scale effect 
of CNTs. Then， based on the Kirchhoff-Love cylindrical shell assumption， the free vibration governing equations for 
FG-CNTRCs cylindrical shells on the visco-Pasternak foundation in the thermal environment ware derived by 

∗ 收稿日期：2022-05-31
基金项目：国家自然科学基金资助项目（11902348， 11872372）； National Natural Science Foundation of China（11902348， 11872372）； 湖
南省自然科学基金资助项目（2020JJ5650）； Natural Science Foundation of Hunan Province（2020JJ5650）； 国防科技大学科研计划资助项

目（ZK20-27）； Science Project of the National University of Defense Technology（ZK20-27）
作者简介：吴栋（1997—），男，安徽阜阳人，国防科技大学博士研究生

† 通信联系人，E-mail： zhangdapeng@nudt.edu.cn

文章编号：1674-2974（2023）06-0188-11 DOI：10.16339/j.cnki.hdxbzkb.2023307



第 6 期 吴栋等：黏弹性基体中FG-CNTRCs圆柱壳热振动特性分析

applying the Hamilton principle. The natural frequencies of the simply supported cylindrical shells at both ends were 
obtained by the Navier method， and the results were compared with those in the literature to verify the correctness of 
the model and method. Finally， the effects of nonlocal parameters， volume fraction and distribution of CNTs， length-
to-thickness ratio of cylindrical shell， ambient temperature， and foundation parameters on the free vibration 
characteristics of simply-supported FG-CNTRCs cylindrical shell were analyzed. It is found that considering the 
scale effect of CNTs can reduce the bending stiffness of FG-CNTRCs cylindrical shells. The influence of ambient 
temperature on the imaginary part of the natural frequency of simply supported FG-X-CNTRCs cylindrical shell 
increases with the increase of CNTs volume fraction， and the influence of length-thickness ratio and foundation 
damping parameters on the imaginary part is coupled.
  Key words：scale effect；carbon nanotubes；functionally graded composite；thermal behavior；viscoelastic foun⁃
dation

碳纳米管（Carbon Nanotubes，CNTs）具有卓越的

性能，将CNTs作为增强体填充到基体中制成复合材

料，可将微纳米尺度下CNTs的优异性能保留到宏观

尺度［1］，提高复合材料综合力学性能 . CNTs 增强复

合 材 料（Carbon Nanotubes Reinforced Composites，
CNTRCs）在航空航天、高速列车和隐身结构等领域

展现出广阔应用前景［2］. 开展CNTRCs结构的力学行

为研究有助于理解力学特性，指导并促进其在工业

中的应用 .
开展 CNTRCs结构力学行为研究的方法有实验

方法、分子仿真方法（分子动力学或分子力学）和理

论方法 . 其中，实验方法耗时长、成本高，分子仿真方

法受限于研究对象的尺寸［3］，因此，采用理论方法研

究 CNTRCs 结构的力学行为显得尤为必要 . 而获得

CNTRCs的等效材料参数是开展理论研究的基础，目

前广泛采用的理论主要有［4］：扩展的混合法则和

Eshelby-Mori-Tanaka（EMT）方法 . Shen［5］在前人研

究的基础上，通过匹配 CNTRCs 弹性模量理论计算

结果和分子动力学仿真结果，从而将CNTs效率参数

引入经典的混合法则，形成扩展的混合法则 . 该方法

相对简便，但其局限性是无法考虑 CNTs 的固有特

性，如CNTs的尺度效应 . 最初，EMT方法被应用于预

估含有宏观尺度夹杂相复合材料的等效力学参数，

Odegard 等［6］创新性地将 EMT 方法运用于纳米复合

材料的力学特性分析中，获得了 CNTRCs 的等效性

能参数，并与实验结果进行对比，验证了所提方法的

正确性 . EMT方法在高CNTs体积分数时仍有较高的

精度［7］，且可在理论模型中考虑 CNTs 的固有特性，

因此国内外学者广泛采用EMT方法得到CNTRCs的
等效材料参数，基于连续介质力学理论研究CNTRCs
结构的力学行为 .

实验发现［8］，微纳米尺度下结构力学特性和宏

观尺度下表现出较大差异，产生这种差异的原因是

微纳米尺度下结构存在尺度效应 . 为了突破经典的

连续介质力学理论无法考虑微纳米结构尺度效应的

局限性，学者们提出了非局部理论、应变梯度理论和

偶应力理论等，其中非局部理论与分子动力学和原

子晶格动力学的仿真结果吻合较好［9-10］，在 CNTs 的
力学行为研究中取得了丰硕成果［11-13］. 当CNTRCs结
构达到微纳米尺度时，同样存在尺度效应 . 国内外学

者们还采用 EMT 方法获得微/纳米尺度下 CNTRCs
结构的等效力学性能参数，基于非局部理论研究了

微/纳米尺度下CNTRCs结构的力学行为［14-15］.
20世纪末，学者们就已经通过实验证实了增强

体的尺度下降同样会对复合材料的性能产生影

响［16-17］，但目前在 CNTs 的尺度效应对 CNTRCs 结构

力学行为的影响方面的研究有所欠缺，因此，有必要

考虑 CNTs 尺度效应建立 CNTRCs 结构的力学特性

研究的理论模型 . 可设计性是复合材料相对传统材

料的显著优势之一，研究不同CNTs体积分数及其沿

特定方向不同分布方式有益于理解 CNTRCs结构的

特点，为设计合适 CNTRCs结构形式奠定理论基础 .
此外，实际工程中 CNTRCs结构工作在复杂环境中，

如置于减振的黏弹性基体以及环境温度剧烈变化

中 . 综上所述，研究复杂环境中 FG-CNTRCs 结构的

力学行为亟须考虑CNTs的尺度效应时，为其设计和
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应用提供理论依据 .
基于以上考虑，本文以黏弹性基体中的 FG-

CNTRCs薄圆柱壳为研究对象 . 首先，基于EMT方法

并考虑 CNTs的尺度效应和取向，建立 CNTRCs的非

局部 EMT 本构模型 . 在此基础上，采用 Hamilton 原

理推导 visco-Pasternak 黏弹性基体中 FG-CNTRCs 
Kirchhoff-Love 圆柱壳的热自由振动控制方程，求得

两端简支边界条件下固有频率的半解析解，并与文

献对比验证其正确性 . 最后，分析非局部参数、CNTs
体积分数及分布方式、圆柱壳几何尺寸、环境温度和

地基参数等对 FG-CNTRCs 圆柱壳热自由振动特性

的影响 .

1   热振动问题建模

1.1   CNTRCs的非局部EMT本构模型

考虑基体中 CNTs 的取向，可由概率密度函数

p ( t1，t2 )表征，满足［18］

∫0

2π∫0

π/2
p ( t1，t2 ) sin t1dt1dt2 = 1 （1）

式中：（t1， t2）为欧拉角 . 当CNTs在CNTRCs中完全随

机取向时，有 p ( t1，t2 ) = (2π) -1.
采用非局部理论考虑CNTs的尺度效应，其表达

式为：

é
ë1 - (e0a) 2∇2ù

û σnonlocal = σ local （2）
式中：e0为CNTs的材料常数非局部参数，可通过实验

或分子动力学仿真方法确定［19］；a为 CNTs的内部特

征尺寸；∇2 为拉普拉斯算子；σnonlocal 和σ local 分别为非

局部应力和经典连续介质力学理论涉及的局部

应力 .
经典的 EMT 方法忽略了 CNTs 的尺度效应，此

时，代表性体积单元（Representative Volume Element，
RVE）中 CNT 的应变 εCNT( t1，t2 )、局部应力σ localCNT( t1，t2 )
与基体的应力σmatrix之间的关系为：

εCNT( t1，t2 ) = AEMT( t1，t2 )C -1m σmatrix （3）
σ localCNT( t1，t2 ) = C rAEMT( t1，t2 )C -1m σmatrix （4）

式中：Cm 和 C r 分别表示基体和 CNTs 的刚度矩阵；

AEMT为四阶矩阵［20］.
基于式（2）和式（4）可得，考虑CNTs尺度效应后

RVE 中 CNT 的非局部应力 σnonlocalCNT ( t1，t2 )和基体应力

σmatrix之间的关系为：

σnonlocalCNT ( t1，t2 ) = C rAEMT( t1，t2 )C -1m σmatrix （5）
CNTRCs 中 CNTs 的平均应变 ε̄CNT、平均应力

σ̄nonlocalCNT 用基体的平均应变 εmatrix、平均应力 σmatrix 表

示为：

ε̄CNT = ĀEMTεmatrix （6）
é
ë1 - (e0a) 2∇2ù

û σ̄
nonlocalCNT = C̄ r ĀEMTC -1m σmatrix （7）

式中：

ĀEMT = ∫0

2π∫0

π/2
p ( )t1，t2 AEMT( )t1，t2 sin t1dt1dt2 （8）

假设基体为各向同性线弹性材料且与 CNTs 之
间完美黏结，有

σ = fmσmatrix + fr σ̄nonlocalCNT （9）
ε = fmεmatrix + fr ε̄CNT （10）

式中：fm 和 fr 分别表示基体和 CNTs 的体积分数，且

fm + fr = 1.
将式（6）和式（7）代入式（9）和式（10）可得：

é
ë1 - (e0a) 2∇2ù

û σ = Cε - (e0a) 2
Cnonlocal∇2ε （11）

式中：

C = ( fmCm + frC r ĀEMT ) ( fm Iu + fr ĀEMT ) -1
（12）

Cnonlocal = fmCm( fm Iu + fr ĀEMT ) -1
（13）

式中：Iu表示单位矩阵 .
对于式（11），令非局部参数 e0a为零即可退化为

经典的EMT方法，其刚度矩阵的Voigt记法为：

C =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

ú

ú
n l l 0 0 0
l k + m k - m 0 0 0
l k - m k + m 0 0 0
0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 p 0
0 0 0 0 0 p

（14）

式中：k、l、m、n、p表示Hill弹性模量 .
当 CNTs 在基体中完全随机取向时，CNTRCs 可

视为各向同性材料，其弹性模量和泊松比的表达式

参见文献［18］.
值得注意的是，本节中构建的非局部 EMT模型

不仅适用于 CNTRCs 的力学特性分析，同样适用于

研究一般纳米增强复合材料的力学行为 .
1.2   FG-CNTRCs 薄圆柱壳的振动控制方程

图 1为 visco-Pasternak 基体中 FG-CNTRCs薄圆

柱壳正视图 . 以圆柱壳中性面边界上一点建立圆柱

坐标系（x， θ， z），其中 θ轴和 z轴方向分别表示圆柱

壳的周向和径向；圆柱壳的长度、平均半径和厚度分

190



第 6 期 吴栋等：黏弹性基体中FG-CNTRCs圆柱壳热振动特性分析

别为 L、R和 h；黏弹性地基采用 visco-Pasternak 地基

模型模拟，其 Winkler 弹性模量、剪切模量和阻尼参

数分别为 kw、ks和 cd.

图 2为 CNTs沿圆柱壳厚度方向梯度分布方式，

图中圆点在空间竖向分布代表 CNTs 沿圆柱壳厚度

截面分布量的相对大小，其定量表达式为：

fr ( z ) =

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

f *r ( )UD
( )1 + 2z

h f *r (FG - V)

2 ( )1 - 2 || z
h f *r ( )FG - O

4 || z
h f *r ( )FG - X

（15）

式中：UD 表示 CNTs 沿圆柱壳厚度截面均匀分布；

FG-V、FG-O 和 FG-X 分别表示 CNTs 沿圆柱壳厚度

截面分别为 V 型、O 型和 X 型（见图 2）. 显然，不同

CNTs分布方式下圆柱壳中CNTs的总体积相同 .
FG-CNTRCs圆柱壳等效材料属性（泊松比和密

度等）的表达式为：

p ( z ) = fr( z ) p r + fm( z ) pm （16）
基于Kirchhoff-Love薄圆柱壳理论，FG-CNTRCs

圆柱壳的位移场为：

u ( x，θ，z，t) = u0( x，θ，t) - z ∂w0( )x，θ，t
∂x （17）

v ( x，θ，z，t) = v0( x，θ，t) - z
R

∂w0( )x，θ，t
∂θ （18）

w ( x，θ，z，t) = w0( x，θ，t) （19）
式中：（u， v， w）分别表示FG-CNTRCs圆柱壳上任一

点的位移沿（x， θ， z）轴的分量；（u0， v0， w0）分别为圆

柱壳中性面上一点位移沿（x， θ， z）轴的分量；t为

时间 .
根据式（17）、式（18）和式（19），FG-CNTRCs 的

应变场为：

εxx = ∂u0∂x - z ∂2w0∂x2 （20）
εθθ = w0

R + ∂v0
R∂θ - z

R2 ( ∂2w0∂θ2 - ∂v0∂θ ) （21）

γxθ = ∂u0
R∂θ + ∂v0∂x - z

R ( 2∂2w0∂x∂θ - ∂v0∂x ) （22）
将式（20）、式（21）和式（22）代入式（11），进一步

考虑热环境的影响，可得：

é
ë1 - (e0a) 2∇2ù

û σxx = c11( z )[ εxx - α11 ( z )ΔT ] +
    c12( z )[ εθθ - α22 ( z )ΔT ] - (e0a) 2

cn11( z )∇2εxx -
( )e0a

2
cn12( )z ∇2εθθ                                        （23）

é
ë1 - (e0a) 2∇2ù

û σθθ = c12( z )[ εxx - α11 ( z )ΔT ] +
    c22( z )[ εθθ - α22 ( z )ΔT ] - (e0a) 2

cn12( z )∇2εxx -
     ( )e0a

2
cn22( )z ∇2εθθ （24）

é
ë1 - (e0a) 2∇2ù

û τxθ = c66( z ) γxθ -
    ( )e0a

2
cn66( )z ∇2γxθ （25）

式中：ΔT为相对室温（300 K）的温度变化；（α11， α22）

分别为 CNTRCs 沿（x， θ）轴的热膨胀系数 . 其表达

式为［21］：

α11 = frαCNT11 + fmαm （26）
α22 = (1 + νCNT12 ) f rαCNT22 + (1 + νm ) fmαm - ν12α11

（27）
式中：αCNT11 、αCNT22 和 αm 为 CNTs 和基体的热膨胀系数；

νCNT12 和 νm 为 CNTs 和基体的泊松比；ν12 为 CNTRCs 的

图1   visco-Pasternak基体中FG-CNTRCs薄圆柱壳正视图

Fig.1   Front view of thin cylindrical shell of FG-CNTRCs resting 
on visco-Pasternak foundation

                    （a） UD                                                （b） FG-V

                       （c） FG-O                                      （d） FG-X
图2   CNTs沿圆柱壳厚度方向梯度分布方式

Fig.2   Gradient distribution of CNTs along the thickness 
direction of the cylindrical shell
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泊松比 . 由于泊松比受环境温度变化和空间位置的

影响较小［21］，有：

ν12 = frνCNT12 + fmνm （28）
通过Hamilton原理获得系统的自由振动控制方

程，其表达式为：

∫0

T

(δU - δK - δW )dt = 0 （29）
式中：δ·表示对变量进行变分运算 .

FG-CNTRCs圆柱壳的虚应变能的表达式为：

δU = ∫
V
(σxxδεxx + σyyδεxθ + σxθδγxθ )dV =

    ∫
Θ
(Nxxδε0

xx + Nθθδε0
θθ + Nxθδε0

xθ +
    )Mxxδκxx + Mθθδκθ θ + Mxθδκθ θ dΘ （30）

式中：Θ表示FG-CNTRCs圆柱壳的中性面区域，且

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

Nxx

Nθθ

Nxθ

= ∫-h/2

h/2 ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

σxx

σθθ

σxθ

dz （31）

ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

Mxx

Mθθ

Mxθ

= ∫-h/2

h/2 ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

σxx

σθθ

σxθ

zdz （32）

FG-CNTRCs圆柱壳的虚动能δK的表达式为：

δK = ∫
V
ρ ( z ) ( u̇δu̇ + v̇δv̇ + ẇδẇ)dV =

∫
Θ

é

ë
êêêêI0( )∂u0∂t

∂δu0∂t + ∂v0∂t
∂δv0∂t + ∂w0∂t

∂δw0∂t
ù

û
úúúú dΘ

（33）
式中：

I0 = ∫-h/2

h/2
ρ ( z )dz （34）

外力对FG-CNTRCs做的虚功δW的表达式为：

δW = ∫
Θ

é
ë
êêêê ù

û
úúúú-NQδw0 + NTx

∂w0∂x
∂δw0∂x + NTθ

∂w0
R∂θ

∂δw0
R∂θ dΘ

（35）
式中：NQ为 visco-Pasternak 地基对 FG-CNTRCs 圆柱

壳的作用力，（NTx， NTθ）为由环境温度变化 ΔΤ产生

的外载荷沿（x， θ）轴的分量，其表达式分别为：

NQ = kww0 - ks∇2w0 + cd
∂w0∂t （36）

{ }NTx

NTθ

= ∫-h/2

h/2 ì
í
î

ü
ý
þ

c11( )z α11( )z
c22( )z α22( )z ΔTdz （37）

将式（30）、式（33）和式（35）代入式（29），可得系

统的自由振动控制方程为：

δu0：
∂Nxx∂x + ∂Nxθ

R∂θ = I0
∂2u0∂t2 （38）

δv0：
∂Mθθ

R2∂θ + ∂Mxθ

R∂x + ∂Nθθ

R∂θ + ∂Nxθ∂x = I0
∂2 v0∂t2 （39）

δw0：
∂2Mxx∂x2 + 2

R
∂2Mxθ∂x∂θ + 1

R2
∂2Mθθ∂θ2 -

    Nθθ

R - NQ - NTx
∂2w0∂x2 -

    NTy

R2
∂2w0∂θ2 = I0

∂2w0∂t2

（40）

同时，根据 δu0、δv0 和 δw0 在时域和空间域内的

任意性可得系统的边界条件为：

u0 = 0 或 Nxθ

R nθ + Nxxnx = 0 （41）
w0 = 0 或
( ∂Mxx∂x + ∂Mxθ

R∂θ - NTx
∂w0∂x ) nx +

   ( ∂Mθθ

R2∂θ + ∂Mxθ

R∂x - NTy

R2
∂w0∂θ ) nθ = 0

（42）

v0 = 0 或
(Mθθ

R2 + Nθθ

R ) nθ + (Nxθ + Mxθ

R ) nx = 0 （43）
∂w0∂θ = 0 或 Mθθnx + Mxθnθ = 0 （44）
∂w0∂x = 0 或 Mxθnθ + Mxxnx = 0 （45）

式中：（nx， nθ）分别表示单位向量沿（x， θ）轴的方向

余弦 . 设FG-CNTRCs圆柱壳的初始速度和初始位移

均为零，即

∂u0( )x，θ，0
∂t = ∂v0( )x，θ，0

∂t = ∂w0( )x，θ，0
∂t = 0

（46）
u0( x，θ，0) = v0( x，θ，0) = w0( x，θ，0) = 0 （47）
自由振动控制方程［式（38）、式（39）和式（40）］、

边界条件［式（41）~式（45）］和初始条件［式（46）、    
式（47）］共同构成了 visco-Pasternak 基体中 FG-
CNTRCs圆柱壳热自由振动问题的定解条件 .

2   方程求解

本文利用Navier法求解简支（Simply-Supported，
S-S）FG-CNTRCs圆柱壳的自由振动固有频率，对于

其他边界条件下结构的自由振动固有频率，可通过

Galerkin法［22］、Rayleigh-Ritz法［23］等方法进行求解 .
S-S边界条件可表示为：

v = w = Nxx = Mxx = 0 （48）
为了便于求解和分析，引入以下无量纲参数：
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( ū，v̄，w̄) = ( u0
L ，

v0
R，

w0
h )，α = e0a

L

(η，ξ，λ) = ( hL，hR，
L
R )， k̄w = kwh

Em
，x̄ = x

L

k̄s = ks
EmL

，c̄d = cdh

L Em ρm
，τ = t

L
Em
ρm

 ( N̄Tx，N̄Tθ ) = ( NTx

Emh
，
NTθ

Emh )， Ī0 = I0
ρmh

( Āij，B̄ij，D̄ij) = ( AijEmh
，
Bij

Emh2，
Dij

Emh3 )
( Ānij，B̄nij，D̄nij) = ( AnijEmh

，
Bnij

Emh2，
Dnij

Emh3 )

（49）

式中：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï

Aij
Bij

Dij

= ∫-h/2

h/2
cij
ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

1
z
z2

dz （50）

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï

Anij
Bnij

Dnij

= ∫-h/2

h/2
cnij

ì
í
î

ïï

ïïïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï

1
z
z2

dz （51）

基于 Navier 法，FG-CNTRCs 圆柱壳的位移场可

表示为：

ū ( x̄，θ，τ) = ∑
m = 1

+∞ ∑
n = 1

+∞
Umn cos ( )km x̄ cos ( )nθ eiΩmnτ

v̄ ( x̄，θ，τ) = ∑
m = 1

+∞ ∑
n = 1

+∞
Vmn sin ( )km x̄ sin ( )nθ eiΩmnτ

w̄ ( x̄，θ，τ) = ∑
m = 1

+∞ ∑
n = 1

+∞
Wmn sin ( )km x̄ cos ( )nθ eiΩmnτ

（52）
式中：（Umn， Vmn， Wmn）分别为振幅沿（x， θ， z）轴的分

量；n为周向波数；km=mπ 为轴向波数；Ωmn为 FG-
CNTRCs圆柱壳的无量纲固有圆频率，与有量纲固有

圆频率ωmn之间的转换关系为：

Ωmn = ωnL
ρm
Em

（53）
将 式（49）和 式（52）代 入 式（38）、式（39）和       

式（40），可将系统的自由振动控制方程改写为：

[K3 × 3 - Ω 2
mnM3 × 3 + ΩmnC3 × 3 ]

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

Umn

Vmn
Wmn

= 0 （54）

式中：K3×3、M3×3和 C3×3可借助数学软件推导，为保证

行文简洁，此处不列出具体的表达式 .
对于式（54），FG-CNTRCs的位移场{Umn，Vmn，Wmn}

T

存在非零解的条件为：

det [K3 × 3 - Ω 2
mnM3 × 3 + ΩmnC3 × 3 ] = 0 （55）

通过求解式（55），可得 visco-Pasternak 基体中

FG-CNTRCs薄圆柱壳自由振动的无量纲固有频率 .

3   结果与讨论

本节首先将模型退化并与文献中报道的结果进

行对比，验证所建模型和求解方法的正确性，然后分

析非局部参数、CNTs 分布方式与体积分数、环境温

度和地基参数等因素对 FG-CNTRCs 圆柱壳自由振

动无量纲固有频率的影响规律 .
如无特别说明，取 kw=100 MN/m3，ks=10 MN/m，  

cd=1×103 N∙s/m2［24］，且忽略温度对地基材料参数的影

响；此外，FG-CNTRCs 圆柱壳的长度 L、平均半径 R
和厚度 h分别为 1 m、1 m和 0.025 m，f *r = 5%. 基体材

料选用聚甲基丙烯酸甲酯（Polymethyl Methacrylate，
PMMA），其泊松比 νm=0.34，密度 ρm=1 150 kg/m3，考

虑环境温度对其弹性模量 Em和热膨胀系数 αm的影

响，有［25］

Em = (3.52 - 0.003 4T ) GPa （56）
αm = 45 (1 + 0.000 5ΔT ) × 10-6 （57）

式中：T=T0+ΔT，T0=300 K. 根据式（56）和式（57）可知

室温下 PMMA 的弹性模量 Em=2.5 GPa，热膨胀系数

αm=4.5×10-5 K-1. 选取单壁碳纳米管（Single-walled 
Carbon Nanotubes，SWCNTs）作为增强相，泊松比

νCNT12 = 0.175，密度 ρCNT=1 400 kg/m3，温度相关材料参

数为［26］：

P (T ) = P0(1 + P1T + P2T 2 + P3T 3 ) （58）
式中：P0、P1、P2和 P3为常数，对于不同的材料参数，

其具体数值如表1所示 .
此外，合适的非局部参数可确保分析结果的合

理性，可通过将理论结果与实验、分子动力学或多尺

度方法分析结果进行匹配确定非局部参数的值［19］. 
现有结果表明，非局部参数与载荷工况和结构形状

等因素相关［27］. 目前，国内外学者多采用参数分析的

方式研究非局部参数对结构力学行为的影响，如无

特别说明，本文取非局部参数α=0.1.
3.1   正确性验证

Loy 等［28］利用广义微分求积法得到了不同边界

条件下均匀 Kirchhoff-Love 圆柱壳的自由振动特性 . 
当忽略 CNTs、visco-Pasternak 地基和热环境的影响

（f *r =α=kw=ks=cd=ΔT=0）时，本文所建模型可退化为均
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匀 Kirchhoff-Love 圆柱壳模型 . 表 2 为 S-S 边界条件

下均匀 Kirchhoff-Love 圆柱壳无量纲固有频率的对

比结果，其中 L/R=20，h/R=0.01，ν=0.3，无量纲固有频

率的表达式为：

Ω = ωR ( )1 - ν2 ρ
E （59）

由表 2 可以看出，不同周向波数 n下，本文得到

的两端简支均匀圆柱壳无量纲固有频率与文献［28］
中所列结果均吻合较好 .

Loy 等［29］基于 Rayleigh-Ritz 法得到了 S-S 边界

条件下 FG Kirchhoff-Love 圆柱壳的振动特性，并进

行了参数影响分析 . 当忽略纳米夹杂的尺度效应、

visco-Pasternak地基和热应变的影响（α=kw=ks=cd=ΔT
=0）时，本文所建模型可退化为 FG Kirchhoff-Love圆
柱壳模型 . 圆柱壳的半径 R=1 m，λ=20，ξ=0.002，材
料参数设置与文献［29］一致 .

表 3 为 S-S 边界条件下 FG Kirchhoff-Love 圆柱

壳无量纲固有频率的对比结果 . 由表 3可知，本文求

解的简支功能梯度圆柱壳固有频率具有较高的精

度；S-S边界条件下FG圆柱壳的基频出现在（m，n）=
（1，3）处 . 后续主要分析不同参数对 FG-CNTRCs 圆
柱壳基频的影响规律 .
3.2   参数影响分析

表 4 为不同地基参数和非局部参数下 CNTRCs
圆柱壳的无量纲固有频率 . 由表 4 可以看出，

CNTRCs圆柱壳的无量纲固有频率分为实部和虚部，

分别表示系统的阻尼因子和有阻尼固有频率，其中

系统稳定的充要条件为固有频率实部为负［30］，且虚

部反映了结构的抗弯刚度［31］，因此，本文主要分析各

参数对无量纲固有频率虚部的影响规律 .非局部参

数 α对无量纲固有频率实部的影响较小，而虚部随

非局部参数 α的增大而减小 . 当非局部参数和地基

弹性参数相同时，不同 CNTs 分布类型对应的 S-S 
CNTRCs 圆柱壳无量纲固有频率虚部数值按大小排

序为：FG-O<FG-V<UD<FG-X，这是由于圆柱壳的

内、外径区域是承受正应力的主要区域，而在正应力

较大的区域分布更多的CNTs，有利于充分发挥CNTs
对复合材料抗弯性能的增强作用 . 因此，FG-X-
CNTRCs圆柱壳的无量纲固有频率虚部最大，同时表

明了CNTs在 FG-X分布方式下的抗弯刚度最大 . 此
外，非局部参数对无量纲固有频率虚部的影响幅度

随结构抗弯刚度的增大而增大，不同CNTs分布类型

对应的无量纲固有频率虚部减小幅度按大小排序为

（kw=ks=0）：FG-O （23.34%） < FG-V（23.35%） < UD
（23.36%） < FG-X （23.41%）.

表2   S-S边界条件下均匀Kirchhoff-Love圆柱壳

无量纲固有频率的对比结果

Tab.2   Comparison of dimensionless natural frequencies of 
uniform Kirchhoff-Love cylindrical shells under S-S 

boundary conditions

（m， n）
（1，1）
（1，3）
（1，5）
（1，7）
（1，9）

本文解

0.016 1
0.022 1
0.068 0
0.137 2
0.229 6

Loy等［28］

0.016 1
0.022 1
0.068 0
0.137 2
0.229 6

相对误差/%
0
0
0
0
0

表3   S-S边界条件下FG Kirchhoff-Love圆柱壳

无量纲固有频率的对比结果

Tab.3   Comparison of dimensionless natural frequencies   
of FG Kirchhoff-Love cylindrical shells under S-S     

boundary conditions

N

1

2

5

（m， n）
（1，1）
（1，2）
（1，3）
（1，4）
（1，5）
（1，1）
（1，3）
（1，5）
（1，1）
（1，3）
（1，5）

本文解

13.211 0
4.480 1
4.157 0
7.038 4
11.24 1
13.10 4
4.123 6
11.15 1
12.99 8
4.089 2

11.061 0

Loy等［29］

13.211 0
4.480 0
4.156 9
7.038 4

11.241 0
13.103 0
4.123 5

11.151 0
12.998 0
4.089 1

11.061 0

相对误差/%
0

+0.002
+0.002

0
0

+0.008
+0.002

0
0

+0.002
0

表1   SWCNTs的热机械性能参数

Tab.1   Thermo-mechanical properties of SWCNTs

材料参数

ECNT11 /TPa
ECNT22 /TPa
G CNT12 /TPa
αCNT11 /10-6K-1

αCNT22 /10-6K-1

P0
6.399 80
8.021 55
1.047 55
1.125 15
5.437 15

P1
6.778 99×10-4

6.757 27×10-4

2.469 69×10-3

2.036 78×10-2

1.810 92×10-4

P2
1.160 97×10-6

1.156 26×10-6

4.948 31×10-6

2.565 88×10-5

5.333 68×10-8

P3
6.966 36×10-10

6.934 45×10-10

3.182 24×10-9

1.009 87×10-8

2.299 00×10-12
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图 3 为非局部参数和 visco-Pasternak 地基的弹

性参数对 S-S 边界条件下 FG-X-CNTRCs 圆柱壳无

量纲固有频率虚部的影响 . 由图 3可知，无量纲固有

频率虚部的减小速度随着非局部参数α的增大而增

大 . 由于 visco-Pasternak 地基的弹性参数（kw， ks）增

加结构的刚度，因此表 4和图 3中无量纲固有频率随

地基的Winkler弹性模量和剪切模量的增大而增大 . 
增大 visco-Pasternak 地基的弹性参数会降低非局部

参数 α对 CNTRCs 圆柱壳无量纲固有频率虚部的影

响幅度，当 visco-Pasternak 地基的弹性参数（kw， ks）

分 别 取（0，0），（100，0）和（100，10）时 ，FG-X-
CNTRCs圆柱壳无量纲固有频率的下降幅度分别为：

23.41%、18.79% 和 13.74%. 此外，当 visco-Pasternak
地基的剪切模量 ks达到一定值时，继续增大其数值

对无量纲固有频率虚部的影响幅度较小，此时非局

部参数对无量纲固有频率虚部影响幅度的变化也

较小 .
表 5 为 不 同 CNTs 体 积 分 数 和 环 境 温 度 下

CNTRCs 圆柱壳的无量纲固有频率 . 由表 5 可知，

CNTs的体积分数对圆柱壳刚度影响显著，室温（300 K）
下FG-X-CNTRCs圆柱壳基体中填充CNTs的体积分

数 f *r 为 10.0% 时，相对于纯 PMMA 基体的无量纲固

有频率虚部增加了 108.2%，相对于填充CNTs的体积

分数 f *r 为 5.0% 的虚部增加了 53.92%. 此外，室温下

当 CNTRCs 圆柱壳中 CNTs 的体积分数 f *r 由 2.5% 增

至 10.0%，不同 CNTs分布类型下无量纲固有频率增

大 的 幅 度 按 大 小 排 序 为 ：UD（51.36%） <FG-O

（52.09%） <FG-V（52.48%） <FG-X（53.92%），表明

增加CNTRCs圆柱壳中CNTs的含量时，UD-CNTRCs
圆柱壳的刚度提升幅度小于FG-CNTRCs圆柱壳，而

3 种 CNTs 梯度分布对应的 FG-CNTRCs 圆柱壳的刚

度提升幅度与结构自身的刚度呈正相关 .

表4   不同地基参数和非局部参数下CNTRCs圆柱壳的无量纲固有频率

Tab. 4   Dimensionless natural frequencies of CNTRCs cylindrical shell with different foundation parameters and nonlocal   
parameter

（kw， ks）/
（MN/m3， MN/m）

（0，0）

（100，0）

（0，10）

（100，10）

α

0
0.1
0.2
0

0.1
0.2
0

0.1
0.2
0

0.1
0.2

CNTs分布类型

UD
-0.010 8+2.560 2i
-0.010 8+2.357 2i
-0.010 8+1.962 2i
-0.010 8+2.832 5i
-0.010 8+2.650 4i
-0.010 8+2.306 0i
-0.010 8+3.053 5i
-0.010 8+2.885 4i
-0.010 8+2.572 4i
-0.010 8+3.284 7i
-0.010 8+3.128 9i
-0.010 8+2.842 6i

FG-X
-0.010 8+2.617 9i
-0.010 8+2.409 9i
-0.010 8+2.005 1i
-0.010 8+2.884 7i
-0.010 8+2.697 4i
-0.010 8+2.342 6i
-0.010 8+3.102 0i
-0.010 8+2.928 5i
-0.010 8+2.605 2i
-0.010 8+3.329 8i
-0.010 8+3.168 7i
-0.010 8+2.872 2i

FG-V
-0.010 8+2.551 5i
-0.010 8+2.349 2i
-0.010 8+1.955 6i
-0.010 8+2.823 6i
-0.010 8+2.642 2i
-0.010 8+2.299 2i
-0.010 8+3.044 4i
-0.010 8+2.877 0i
-0.010 8+2.565 4i
-0.010 8+3.275 4i
-0.010 7+3.120 3i
-0.010 7+2.835 2i

FG-O
-0.010 8+2.539 1i
-0.010 8+2.338 0i
-0.010 8+1.946 5i
-0.010 8+2.813 5i
-0.010 8+2.633 4i
-0.010 8+2.292 8i
-0.010 8+3.036 0i
-0.010 8+2.869 8i
-0.010 8+2.560 7i
-0.010 8+3.268 5i
-0.010 8+3.114 6i
-0.010 8+2.832 0i

（a）不同地基剪切模量

（b）不同地基Winkler弹性模量

图3   非局部参数对FG-X-CNTRCs圆柱壳无量纲

固有频率虚部的影响

Fig.3   Effect of nonlocal parameter on the imaginary parts of the 
dimensionless natural frequencies of FG-X-CNTRCs 

cylindrical shell
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图 4 为环境温度对 FG-X-CNTRCs 圆柱壳无量

纲固有频率虚部的影响 . 由于增加环境温度导致

CNTRCs圆柱壳结构刚度下降，因此图 4和表 5中无

量纲固有频率虚部随环境温度的增大而减小，且减

小速度逐渐加快 . 由图 4可以看出，环境温度对 S-S 
FG-X-CNTRCs 圆柱壳无量纲固有频率虚部的影响

幅度随 CNTs 体积分数的增大而增大 . 根据线性理

论，FG-CNTRCs圆柱壳的无量纲固有频率虚部最终

会降至零［32］，由图 4可以推断出，无量纲固有频率虚

部为零所对应的最小环境温度随 CNTs 体积分数的

增大而减小 .

图 5 为长厚比（η-1）对 FG-X-CNTRCs 圆柱壳无

量纲固有频率虚部的影响，其中 c0d=1×103 N∙s/m2. 由
图 5可以看出，visco-Pasternak 地基的阻尼系数和长

厚比对无量纲固有频率虚部的影响有耦合作用，当

地基的阻尼系数较小时，无量纲固有频率虚部随长

厚比的增大先增后减；增大地基的阻尼系数后，无量

纲固有频率虚部随长厚比的增大而减小，最终减至

零，减小的速度逐渐增加，无量纲固有频率虚部减为

零说明该长厚比和阻尼系数组合所构成的系统处于

过阻尼状态 . 此外，增加 visco-Pasternak 地基的阻尼

系数会降低系统无量纲固有频率虚部为零对应的最

小长厚比 .

4   结  论

本文基于 EMT 方法并考虑 CNTs 的尺度效应和

图5   长厚比（η-1）对FG-X-CNTRCs圆柱壳无量纲

固有频率虚部的影响

Fig.5   Effect of length-thickness ratio （η-1） on the imaginary 
parts of the dimensionless natural frequencies of

FG-X-CNTRCs cylindrical shell

图4   环境温度对FG-X-CNTRCs圆柱壳无量纲

固有频率虚部的影响

Fig.4   Effect of ambient temperatures on the imaginary parts of 
the dimensionless natural frequencies of 

FG-X-CNTRCs cylindrical shell

表5   不同CNTs体积分数和环境温度下CNTRCs圆柱壳的无量纲固有频率

Tab.5   Dimensionless natural frequencies of CNTRCs cylindrical shell with various values of CNTs
volume fraction and ambient temperature

T/K

300

400

500

f *r /%
0

2.5
5.0
7.5

10.0
2.5
5.0
7.5

10.0
2.5
5.0
7.5

10.0

CNTs分布类型

UD
-0.008 6+2.056 7i

-0.010 8+2.760 0i
-0.010 8+3.284 7i
-0.010 8+3.750 1i
-0.010 7+4.177 6i
-0.011 7+2.758 1i
-0.011 6+3.195 6i
-0.011 6+3.598 1i
-0.011 5+3.978 1i
-0.012 7+2.723 6i
-0.012 7+3.006 6i
-0.012 6+3.290 4i
-0.012 6+3.577 1i

FG-X

-0.010 8+2.781 5i
-0.010 8+3.329 8i
-0.010 7+3.822 3i
-0.010 7+4.281 2i
-0.011 7+2.783 6i
-0.011 6+3.250 1i
-0.011 5+3.686 4i
-0.011 5+4.105 4i
-0.012 7+2.754 9i
-0.012 6+3.076 2i
-0.012 6+3.405 4i
-0.012 5+3.744 8i

FG-V

-0.010 8+2.748 8i
-0.010 8+3.275 4i
-0.010 8+3.749 4i
-0.010 7+4.191 4i
-0.011 7+2.745 6i
-0.011 6+3.185 4i
-0.011 6+3.598 5i
-0.011 5+3.996 4i
-0.012 7+2.709 2i
-0.012 7+2.994 5i
-0.012 6+3.291 6i
-0.012 6+3.601 4i

FG-O

-0.010 8+2.746 5i
-0.010 8+3.268 5i
-0.010 8+3.738 7i
-0.010 7+4.177 2i
-0.011 7+2.741 9i
-0.011 6+3.175 3i
-0.011 6+3.582 9i
-0.011 5+3.975 9i
-0.012 7+2.703 1i
-0.012 7+2.978 7i
-0.012 6+3.267 1i
-0.012 6+3.569 4i
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取向建立CNTRCs力学特性分析的非局部EMT本构

模型 . 在此基础上建立 visco-Pasternak 基体中 FG-
CNTRCs Kirchhoff-Love圆柱壳的热自由振动控制方

程，并得到两端简支边界条件下结构的固有频率 . 主
要结论如下：

1）考虑CNTs的尺度效应会降低FG-CNTRCs圆
柱壳的抗弯刚度，非局部参数对无量纲固有频率虚

部的影响幅度随结构刚度的增大而增大 .
2）增加 CNTs 的含量时，UD-CNTRCs 圆柱壳刚

度提升幅度小于 3种 FG-CNTRCs圆柱壳，且环境温

度对无量纲固有频率虚部的影响随 CNTs 体积分数

的增大而增大 .
3）长厚比和 visco-Pasternak 地基的阻尼系数对

无量纲固有频率虚部的影响有耦合作用 .
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