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考虑惯性载荷的多材料结构拓扑优化
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摘 要：基于导重法构建了惯性载荷作用下的多材料结构拓扑优化数学模型，在体积约束

下使得其结构柔度最小 . 将多材料拓扑优化问题分解为一系列单材料拓扑优化问题，采用材

料属性有理近似模型（Rational Approximation of Material Properties，RAMP）来表达密度与弹性

模量间假定的非线性函数关系，利用导重法建立惯性载荷下设计变量的迭代表达式并通过数

值算例验证导重法在考虑惯性载荷作用下多材料结构拓扑优化的有效性 . 算例结果表明：

RAMP 插值方法相比其他常用插值模型得到的拓扑构型更清晰，灰度单元更少，在算例 1的对

比中结构柔度最高降低了 35.2%. 受惯性载荷影响越大的设计区域其分布的材料弹性模量越

大，且高模量密度比能够显著提升结构刚度 .
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Topology Optimization of Multi-material Structures Considering Inertial 
Loads
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Abstract：This paper presents a mathematical model for the topological optimization of multi-material 
structures under inertial load based on the guide-weight method， which aims to minimize structural compliance 
while adhering to volume constraints. The topological optimization problem of multi-material structures is 
decomposed into topological optimization problems of single-material structures. Rational approximation of material 
properties （RAMP） was used to express the nonlinear relationship between density and elastic modulus. The guide-
weight method was employed to develop iterative expressions for design variables under inertial loads. Numerical 
examples demonstrate the effectiveness of this approach in optimizing multi-material structures under inertial loads. 
The results show that the RAMP interpolation method produces clearer topology configurations with fewer gray units 
and reduces structural compliance （up to 35.2% in example 1） compared with other general interpolation models. 
The greater the influence of inertial load on the design area， the higher the elastic modulus of distributed material. A 
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high ratio of modulus to density can significantly increase the stiffness of a structure.
  Key words：guide-weight method；inertial load；topology optimization；numerical models；multi-material  
structures

拓扑优化指在给定的设计域内不断优化设计变

量使得结构在满足设计要求的同时达到材料分布的

最优解，其由于具有优化自由度高、材料利用率强的

优点，被广泛应用于汽车设计、航空航天、声学等

领域［1-3］.
1981 年程耿东［4］对实心弹性薄板的优化研究，

被认为是连续体结构拓扑优化的奠基性工作 .各算

法相继被提出用于解决拓扑优化问题 .然而在早期

的拓扑优化问题中，研究重点大多侧重于施加外部

载荷作用下的优化，惯性载荷作为与设计结构质量

直接相关的载荷往往被忽略［5］，以此得出的优化结

果应用于实际工程问题是不可靠的 .Rozvany 等［6］首
先提出了关于自重的优化设计问题 .陈树勋和叶尚

辉［7］为解决天线设计问题提出了导重法 .Bruyneel
等［8］对固体各向同性材料惩罚模型（Solid Isotropic 
Material with Penalization，SIMP）进行了修正，来改善

惯性载荷作用下结构拓扑优化中低密度区域存在的

寄生效应 .Huang等［9］开发一种新的带有插值函数的

双向结构渐进优化方法（Bi-directional Evolutionary 
Structural Optimization，BESO），在对具有自重的结构

进行优化时相比较 SIMP 插值模型能够获得更好的

优化结果 .Xu等［5］指出在使用导重法时，RAMP插值

函数相比其他插值方法更适用于惯性载荷作用下结

构的拓扑优化 .Jain等［10］研究表明自重对结构的最优

拓扑有显著影响，结构的拓扑构型取决于外加载荷

和结构自重的双重作用 .Kumar［11］提出了一种基于密

度的拓扑优化方法来设计自重载荷下的结构，并利

用Heaviside函数得到一种新的质量密度插值策略 .
同时在结构设计中，轻量化和性能要求越来越

高，多材料混合结构能够在多方面更好地满足设计

需求，增材制造技术的发展也使得多材料结构拓扑

优化从理论设计变为现实［12-13］. Huang 等［14］采用

BESO 来解决多相结构拓扑优化问题 .Tavakoli 等［15］

将多材料拓扑优化问题分解为多个单材料拓扑优化

子问题并提供了一个可在MATLAB上运行的通用框

架 .Zuo等［16］提出了一种单变量有序 SIMP插值方法，

用于质量约束和成本约束下的多材料拓扑优化 .刘

继凯等［17］提出了基于 Ordered SIMP 方法的点阵-实
体多材料插值模型 .Gao等［18］使用交替有源相位法与

蒙特卡罗模拟相结合来解决多材料的拓扑优化问题 .
多材料下的多个优化变量增加了优化求解的复

杂性，且在解决惯性载荷作用下结构拓扑优化问题

时，由于密度趋于 0，质量惩罚与刚度惩罚之比过大，

在低密度区域结构的位移和柔度趋近于无界，由此

产生寄生效应［8，19］，更是加大了拓扑优化的难度 .目
前针对惯性载荷下的多材料结构拓扑优化的相关研

究还较少 .基于上述研究，本文将通过数值算例对比

提出基于 RAMP 插值模型的导重法，并将其应用于

考虑惯性载荷作用下多材料结构拓扑优化问题 .研
究体积约束下柔度最小的多材料结构拓扑优化，提

供多材料组合下的优化方案 .

1   基于导重法的优化模型

1.1   体积约束下的多材料结构优化模型

进行多材料结构拓扑优化时假设共有 p相材料，

N个单元结构，将孔洞材料看作一种材料，传统的单

材料结构拓扑优化即为二相材料结构拓扑优化 .在
进行多材料结构拓扑优化时，将所有材料两两组合，

p相材料拓扑优化即被分解为 p（p+1）/2 个二相材料

结构拓扑优化，再对每个优化组合运用导重法进行

求解 .优化时其余组合保持不变 .优化过程中，将弹

性模量较大的材料称为 a材料，较小的称为 b材料 .
在一个循环中，体积约束下的以柔度最小为目标的

多材料结构拓扑优化数学模型如下 .
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find X = [ x11 x12...x1
N x21...xPN ]

min f (X ) = C = U TKU
s.t. g (X ) = V a - V a0 ≤ 0
∑
n

p

xni = 1      i = 1，2，⋯，N ，1，2，⋯，P

xnj ≤ xni ≤ xnu
0 ≤ xnj ≤ xnu ≤ 1

（1）

式中：x为设计变量；X为设计域内所有设计变量的

总集；目标函数C为柔度；U和K分别为位移向量矩
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阵及刚度矩阵；g (X ) 为该模型的体积约束条件；V a

和V a0 分别为优化后 a材料结构体积和初始约束下的

a材料体积；∑
n

p

xni = 1保证了设计域内每个单元不出

现空隙和重叠［15］；xnj、xnu分别为设计变量的取值上下

限 .在优化迭代过程中为防止出现奇异矩阵，赋予设

计变量一个最小值0.001.
1.2   不同插值模型下的迭代公式

对于多材料结构拓扑优化，其弹性模量插值公

式为：

Ei = Eb + f ( xai ) × (Ea - Eb ) （2）
式中：Ea和Eb为材料 a，b的弹性模量；f ( xai )为插值函

数模型 .
常见的插值函数模型有RAMP、SIMP、EAMP.用

式（3）表达，其中 qR、qS、qE 分别为不同插值模型的惩

罚因子 . 

f ( xai )  =  
ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

S ( xi ) = ( xai )qS                  ， SIMP
R ( xi ) = xai1 + qR (1 - xai )      ， RAMP

E ( xi ) = eqE × xai - 1
eqE - 1             ， EAMP

（3）

将柔度对设计变量进行求导，获取关于柔度的

灵敏度［式 （4）］，其中 k i 和 u i分别为单元刚度矩阵

和单元位移向量矩阵 .
∂C
∂xai = 2 ∂Fi∂xai u

T
i - (Ea - Eb ) f ' ( xai )uT

i k iu i （4）

当Fi为固定载荷时，∂Fi /∂xai = 0， 见式（5）；当Fi

为惯性载荷时，其大小随着每次迭代优化 xai 改变而

变化时，式（4）不变，根据四节点矩形单元的形函数

可得到每个单元的等效节点载荷［式（6）］.
∂C
∂xai = -f ' ( xai ) × uT

i k iu i （5）

Fi =
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

1
4 GiP0，自重载荷

1
4 miw2

i riP1，离心载荷
（6）

其中，Gi和mi为单元重量和单元质量，wi为结构旋转

的 角 速 度 ，ri 为 各 单 元 至 旋 转 轴 的 距 离 ，P0 =
[ 0 -10 - 10 - 10 - 1]，P1 = [1 0 1 0 1 0 1 0 ] 分 别 为

自重和离心作用下的方向矢量 .
根据库恩塔克条件由式（1）可推导出：

xai = Ga
i

λH a
i

（7）
其中，Ga

i 为 a材料的单元导重，H a
i 为 a材料的单元

容重 .
Ga
i = xai ∂C

∂xai （8）
H a
i = ∂V a

i

xai
= vai （9）

为确保设计变量迭代的收敛性，引入步长因子

m0［20］，本文取m0 = 0.5.为减少计算量采取二分法来

求解λ.将上式代入即可得到 xai 的迭代式 .当相邻迭

代步中误差小于0.001时，优化结束 .

( xai )( t + 1) =

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

xj，xai ≥ xj

m0

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

xai
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú2 ∂Fi∂xai u

T
i - (Ea - Eb ) f'( xai )uT

i k iu i

λvi

(k )

xu，xai ≤ xu

+(1 - m0 ) ( xai )t，   xj < xia < xu （10）

2   数值算例分析

2.1   不同插值函数对优化进程的影响

为了比较 SIMP、RAMP、EAMP 插值方法对导重

法处理惯性载荷作用下多材料结构拓扑优化问题的

影响，分别采用这三种插值方法对经典简支梁模型

进行优化，体积约束设置为 0.3，使结构的目标函数

即柔度最小 .惩罚因子选取合适大小 .同时为方便对

优化结果的可制造性进行定量分析，引入灰度因子

Mi，由式（11）可以看出，Mi数值越大，代表优化结果

中间密度单元越多，优化结构的可制造性也就越差 .
Mi = 4 × xi × (1 - xi )

N （11）
图 1 为简支梁（算例 1）模型图，其两端固定，长

120 m，高 30 m，离散后的单元数目为 3 600，泊松比V

统一设置为 0.3. 只受到自身的重力影响 . 在优化对

比中设置了二相材料（即单材料）结构以及三相材料

结构，其弹性模量及体积占比见表 1.密度统一设置

为1 kg/m3.
划分为黑色、红色 . 由图 2 可以看出，使用不同

的插值函数对于不同相数材料结构的优化结果都是
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大致相同的，优化结果呈现经典的“拱桥”形状，在三

相材料优化结构中，弹性模量大的材料集中在主拱

圈处 .其次使用 SIMP插值方法在惯性载荷作用下的

材料结构优化中无法得到清晰的拓扑图形，存在明

显的灰度单元，且在得到初始稳定拓扑形状后其目

标函数随着迭代而缓慢升高 . 使用 RAMP 和 EAMP
插值方法能够得到清晰的拓扑图，目标函数相对更

低，其原因在于在低密度区域，RAMP 和 EAMP 插值

方法中的 xai /f ( xai )是有界且维持在一个小范围内，而

SIMP 插值方法的 xai /f ( xai ) 在低密度区近于无界，因

此不可能实现一个较好的0~1分布优化［5］.
从表 2可以看出，使用RAMP插值方法获得的最

终拓扑图其目标函数和灰度因子明显小于EAMP和

SIMP插值方法，利用 RAMP插值函数对结构进行拓

扑优化后在二相材料下得到的目标函数相比 EAMP
插值函数减少 8.2%，对比 SIMP 插值函数减少了

35.2%，三相材料下相比EAMP插值函数减少 16.1%，

对比 SIMP 插值函数减少了 33.1%，且需要的迭代步

数与其他方法比较接近 .显然在运用导重法解决惯

性载荷下结构的拓扑优化问题时，RAMP 插值方法

明显优于EAMP和SIMP插值方法 .

2.2   多载荷作用下的数值算例

上节已验证了基于RAMP插值函数的导重法在

处理惯性载荷下多材料结构拓扑优化的优越性，本

节将其应用于同时包含集中力与惯性载荷的多载荷

拓扑优化问题，且其结构优化将包含更多相数的

材料 .
2.2.1   自重与集中力载荷作用

悬臂梁（算例 2）模型图如图 3 所示，长 80 m，宽

40 m，共计 3 200个单元，其受自身重力影响，同时为

防止优化过程中悬臂梁末端低密度区域造成优化结

果不收敛，在其末端的中点处施加一个质量点，大小

为自身重力的25%.
结构的多材料参数如表 3 所示，密度统一设置

为 1 kg/m3. 厚度设置为 1 m，重力加速度为 9.8 N/kg.
根据式（7）可以推导出算例 2所受重力的表达式 .在
体积约束设置为原材料的 30%的情况下使得整体结

构的柔度最小 .
不同材料依据其弹性模量由大到小分别用黑

色、红色、蓝色、绿色表示，即E黑 > E红 > E蓝 > E绿.如

图1   算例1模型图（单位：m）

Fig.1   Model diagram of example 1（unit：m）

表1   多材料下算例1的参数设置

Tab.1   Multi-material parameters setting for example 1

相数

2
3

弹性模量/106 GPa
［1 10-9］

［10.95 10-9］

体积占比

［0.3 0.7］
［0.15 0.15 0.7］

表2   不同插值模型下的优化结果

Tab.2   Optimization results of different interpolation 
models

二相

三相

模型

EAMP
SIMP

RAMP
EAMP
SIMP

RAMP

迭代步数

46
29
22

107
85

131

目标函数/
(N ⋅ m)
17 111
24 250
15 714
22 702
28 473
19 049

Mi

0.141
0.347
0.118
0.114
0.252
0.096

惩罚因子

5
3
8
5
3
8

                  （a）二相材料，EAMP                   （b）三相材料，EAMP

                    （c）二相材料，SIMP                 （d）三相材料，SIMP

                    （e）二相材料，RAMP                （f）三相材料，RAMP
图 2   不同插值模型的优化进程图

Fig.2   Optimization process diagram of different
interpolation models
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图 4所示，基于RAMP插值函数下的导重法应用于受

自重和集中力作用下的结构拓扑优化，拓展到 5 相

材料所得到的优化图依旧清晰可见，且优化结构保

持一致，呈现桁架结构，其拓扑构型在力的传递方面

表现合理 .其中弹性模量最大的材料分布在固定端

及结构顶端，除去固定端，距离固定端越远，其材料

的弹性模量越大 .这是由于距离固定端越远，所受自

重影响越大，所在设计区域分布材料弹性模量越大 .
由图 5 可以看出，目标函数随着迭代次数的增长而

下降，且在迭代初期就趋于最终解 .随着材料相数的

增加，最终优化结果的目标函数依次升高 .这是因为

加入了弹性模量较小的材料，导致其整体刚度降低，

符合预期结果 .
2.2.2   离心力与集中力载荷作用

受离心力悬臂梁（算例 3）模型图如图 6所示，长 

80 m，宽 40 m，共计 3 200个单元，绕着固定端以恒定

角速度旋转，ω为旋转角速度取 2 rad/s，mi为单元质

量，ri为各单元到旋转轴的直线距离，F为质量点，施

加在结构末端的中点区域，为总重力的 1.2倍 .各材

料参数如表 4所示，体积约束设置为 30%，使得整体

结构的柔度最小 .

算例 3的优化结果图和目标函数迭代曲线分别

如图 7、图 8 所示 . 可以看出结构在离心力和集中力

作用下优化构型呈三角形，由固定端上下两侧连接

至末端中点区域 .结论与上节类似，结构绕固定端旋

转时，距离固定端越远，所受离心力影响越大，其所

在设计域分布的材料弹性模量越大 .目标函数随着

材料相数的增加依次升高 .

图5   算例2的目标函数迭代曲线

Fig.5   Objective function iteration curve of example 2

图3   算例2模型图（单位：m）

Fig.3   Model diagram of example 2（unit：m）

表3   多材料下算例2的参数设置

Tab.3   Multi-material parameters setting of example 2

相数

2
3
4
5

弹性模量/106 GPa
［1 10-9］

［1 0.9 10-9］
［1 0.9 0.8 10-9］

［1 0.9 0.8 0.7 10-9］

体积占比

［0.3 0.7］
［0.15 0.15 0.7］
［0.1 0.1 0.1 0.7］
[ 3

40  3
40  3

40  3
40  0.7 ]

              （a）p=2                                                   （b）p=3

              （c）p=4                                                   （d）p=5
图4   多材料下算例2的优化结果图

Fig.4   Multi-material optimization plots of example 2

图6   算例3模型图（单位：m）

Fig.6   Model diagram of example 3（unit：m）

表4   多材料下算例3的参数设置

Tab.4   Multi-material parameters setting of example 3

相数

2
3
4
5

弹性模量/106 GPa
［1 10-9］

［10.97 10-9］
［10.97 0.94 10-9］

［10.97 0.94 0.91 10-9］

体积占比

[ 0.3 0.7 ]
[ 0.15 0.15 0.7 ]
[ 0.1 0.1 0.1 0.7 ]

[ 3
40  3

40  3
40  3

40  0.7 ]
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3   多材料组合下的优化策略

在上节中已经证明了导重法在处理惯性载荷下

多材料拓扑优化问题的可靠性，本节将在体积约束

的前提下，通过自重情况下简支梁（算例 1）的拓扑优

化，论证多材料结构优化下，如何选取不同参数的材

料使得目标函数即柔度较低 .选取以下 3种材料，其

材料参数如表 5 所示，为更直观研究参数对于目标

函数影响，将所选材料参数进行归一化，使得其数值

的绝对值转变为相对值关系，所选取材料的弹性模

量和密度最大值被映射为“1”［21］ .进行归一化处理后

如表 6所示，在优化图中显示的颜色分别为黑色、红

色、蓝色，其中Ei、ρi分别为材料的归一化弹性模量及

密度 .图 9为在体积约束为 0.3的条件下，对 3种材料

排列组合进行优化的结果 .从图 9可以看出，通过改

变材料组合并不改变优化结构形状，分布规律与上

节结论相同，弹性模量最大的材料分布在固定端及

结构顶端 . 在单独使用 B 材料进行拓扑优化时所得

结构的柔度最大，单独使用 C 材料时柔度最小即此

时刚度最大，最满足设计需求 .这是由于C材料的归

一化模量密度比（Ei /ρi）最大［21］.

4   结 论

本文主要研究单一体积约束条件下柔度最小的

考虑惯性载荷作用的多材料结构拓扑优化问题，通

过不同数值算例的对比，确立了基于 RAMP 插值函

数的导重法，能够有效减少优化结果的灰度单元，有

助于获得清晰的拓扑构型，降低结构的整体柔度 .并
有下列结论：所受惯性载荷的影响越大，所在设计区

域分布材料弹性模量越大；选取不同材料用于多材

料结构拓扑优化设计，材料的模量密度比越大，结构

的整体柔度越小，刚度越大，对于实际工程应用有着

一定的指导作用 .

               （a）p=2                                                       （b）p=3

               （c）p=4                                                       （d）p=5
图7   多材料下算例3的优化结果图

Fig.7   Multi-material optimization plots of example 3

图8   算例3的目标函数迭代曲线

Fig.8   Objective function iteration curve of example 3

表5   各材料参数

Tab.5   Materials parameters

材料

A
B
C

弹性模量/GPa
173×106

120×106

70×106

密度/（kg·m-3）
7.3
7.3
2.7

泊松比

0.3
0.3
0.3

表6   不同材料的归一化参数

Tab.6   Normalized parameters for different materials

材料

A
B
C

Ei
1

0.69
0.4

ρi
1
1

0.3

Ei /ρi
1

0.69
1.33

颜色

黑

红

蓝

        （a）单材料A 柔度：15 714            （b）多材料A、B 柔度：17 074

        （c）单材料B 柔度：22 775             （d）多材料A、C 柔度：12 070

         （e）单材料C 柔度：3 535                （f）多材料B、C 柔度：16 286
图9   多材料组合下的优化结果

Fig.9   Optimization results of multi-material combination
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