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摘 要：本文建立了斜拉桥的精细化面内动力学模型，并开展了相应的自振特性分析 . 首
先利用 Hamilton 变分原理推导了斜拉桥的运动方程，利用边界条件确定了斜拉桥线性化模型

的频率方程 . 然后以双塔三跨斜拉桥为例开展数值分析，通过对比有限元结果验证了数值方

法的正确性 . 同时引入局部化因子定量说明斜拉桥固有模态的特性 . 最后讨论了不同结构参

数、索梁相互作用和结构体系对斜拉桥自振特性的影响 . 结果表明当系统的固有频率接近纯

索频率时，斜拉桥的固有模态将呈现局部特性 . 同时索梁相互作用明显影响低阶非局部模态，

相反可以忽略对高阶固有频率的影响 .
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Theoretical Modeling and Eigenvalue Analysis on In-plane Vibration of 
Cable-Stayed Bridges
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Abstract：In this study， a refined in-plane dynamic model of cable-stayed bridges was constructed， and the 
corresponding free vibration characteristics were analyzed. Firstly， the in-plane motion equations of the cable-
stayed bridge were derived using the Hamilton variational principle， and the characteristic frequency equation of the 
linearized model was determined based on boundary conditions. A three-span cable-stayed bridge with double 
towers was chosen for the numerical calculation， and the correctness of the corresponding solution was verified 
through the finite element method. Then， the modal characteristics of the cable-stayed bridge were quantitatively 
reflected by introducing localization factors. Finally， the effects of structural parameters， cable-deck interaction， 
and structural systems on the natural frequencies and modes were discussed. The results show that the natural modes 
of the system exhibit the local characteristics when the natural frequencies of the cable-stayed bridge are close to the 
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ones of pure cable. Moreover， the cable-deck interaction may significantly affect the low-order non-local modes. 
However， the effects on the higher-order frequencies can be ignored.
  Key words：cable-stayed bridge； cable-deck interaction； Hamilton’s variational principle； natural frequen⁃
cies； local mode

斜拉桥属于典型的大跨桥梁，在外部激励下会

出现大幅振动 . 因此，研究斜拉桥的建模和动力学特

性具有重要的理论意义和工程应用价值 .
近年来，国内外学者通过建立有限元模型研究

了斜拉桥的动力学和索梁相互作用［1-8］. 谭长建等［9］

建立拉索与桥面的耦合振动模型，并研究了索梁耦

合振动特性 . Tuladhar 等［10］研究了拉索振动对斜拉

桥地震反应的影响 . 此外，也有学者利用动力刚度矩

阵法分析斜拉桥的固有频率［11］. 总体而言，有限元模

型普遍采用杆单元模拟斜拉索，但这种处理忽略了

拉索的固有力学特性，也不能从力学层面描述索梁

相互作用 .
此外，部分研究通过经典动力学理论建立斜拉

桥的简化理论模型 . 并在此基础上研究了斜拉桥的

自振特性和共振动力学［12-16］. Kang 等［17］利用 Hamil⁃
ton变分原理推导出斜拉浅拱的面内振动方程 . 苏潇

阳等［18］建立具有弹性转动约束的斜拉桥多索-浅拱

动力学模型 . Yi 等［19］以双悬臂架设系统为例，利用

相邻索梁间的传递系数和匹配条件，得到了相应的

频率方程 . Cao等［20］推导了斜拉桥的控制方程 . 这些

研究的理论模型主要基于Hamilton变分原理 . 显然，

传统的变分法中不同自变函数的变分相互独立，从

而导致理论模型的力学条件并不能通过变分确定，

因此不能确保能量泛函的驻值要求 . 此外，理论模型

忽略了主塔的影响，同时相应的特征值分析缺乏数

学上的一致性 .
本文研究了斜拉桥面内振动的理论建模，利用

分离变量法分析了斜拉桥的自由振动，并重点关注

了固有模态的特性 . 最后分析了索梁相互作用的影

响 .本文的主要研究内容包括：1）首次利用Hamilton
变分原理推导了考虑主塔振动斜拉桥的精细化面内

运动模型；2）从理论的角度揭示了斜拉桥中的纯索

模态；3）开展了索梁相互作用的力学描述，并揭示了

相互作用对动力特性的影响 .

1   连续模型

考虑典型的双塔三跨单索面斜拉桥，如图 1 所

示，图中斜拉索体系由 4n根锚固在主塔和主梁的斜

拉索 ck组成，与主梁的夹角为 θk，在主塔和主梁上的

锚点分别为 Qp j

k 和 Qd
k（k=1，…，4n；j=1，2），锚点 Qp j

k 和

塔梁连接点C1、C2将主塔 lp划分为2n+2节段；锚点Qd
k

和塔梁连接点C1、C2将主梁 ld 划分为 4n+4节段 .分别

以索塔锚点、主梁左支座和主塔自由端为坐标原

点［21］，建立不同的固定直角坐标系 (Okc - xkc y kc，Od -
xd yd，Ojp - xjp y jp ). 对拉索、主梁和主塔进行运动描述

（k为第 k根斜拉索，j为第 j座主塔，c、d、p分别代表斜

拉索、主梁和主塔）.

图1   双塔三跨单索面斜拉桥面内模型

Fig.1   In-plane model of a three-span cable-stayed bridge

40



第 7 期 王连华等：斜拉桥面内振动的理论建模与特征值分析

选取Lagrangian应变作为应变度量，(⋅)和 (′)分别

表示对时间 t和横坐标 x的导数 . 拉索应变分量可以

表示为：εck ( xck，t ) = u′ck + y′ck v′ck + (u′ck
2 + v′ck

2 )/2. uck 和

vck 分别为斜拉索横向和纵向的位移分量，yck、xck为斜

拉索的垂度 . 此外，考虑 Euler-Bernoulli 假设，主梁

应 变 可 以 写 成 ：εd11 ( xdk，t ) =εdk ( xdk，t )+ydk v″dk，

εdk ( xdk，t ) =u′dk + v′dk
2 /2. udk 和 vdk 分别为主梁横向和纵

向的位移分量 . 主塔应变可以表示为：εp11 ( xpk，t ) =
εpk ( xpk，t ) + ypk v″pk，εpk ( xpk，t ) =u′pk + v′pk

2 /2. upk 和 vpk 分

别为主塔横向和纵向的位移分量 .
1.1   变分公式

总体而言，斜拉桥的面内运动方程和平衡条件

可以通过Hamilton变分原理得到：

δ ∫
t1

t2 (T - U )dt + ∫
t1

t2
δWdt = 0 （1）

式中：T和U分别为斜拉桥的动能和势能；δW为非保

守力所做虚功之和 .
T = ∑

k = 1

Nuc ∫0

lck 1
2 mck ( u̇2ck + v̇2ck )dxck +     

           ∑i = d，t∑
k = 1

Nui ∫
xk

xk + 1 1
2 mik ( u̇2

ik + v̇2
ik )dxik

（2）

U = ∑i = c，d，p(∑k = 1

Nui

U 0
ik + ∑

k = 1

Nui ∫
lik

[Nik εik ( xck，t ) +
1
2 )]Eik Aik ε2

ik ( xik，t ) dxik + ∑i = d，p∑
k = 1

Nui ∫
lik

Ei Ii v″   2
i dxik

（3）
δW = ∑

k = 1

4Nuc ∫
lck

{ mck g sin θδuck + mck g cos θδvck }dxck +  

∑i = c，d，p∑
k = 1

Nui ∫
lik

[ ( pi
u - ci

u u̇i )δui + ( pi
v - ci

v v̇i )δvi ] dxi

（4）
式中：Nui 表示节段数目；mi 为单位长度质量；li 为长

度；U 0
i 为初始应变能；Ei 为弹性模量；Ai 为横截面面

积；Ni 为初始轴力，Ni = ∫
Ai

Ei ε0
i dAi  ，ε0

i 为初始应变；

Ii = ∫
Ai

y 2
i dAi  ，为截面惯性矩；δu ( v ) i 为虚位移；ci

u 和 ci
v

为黏滞阻尼系数；pi
u 和 pi

v 为外荷载；θk 为斜拉索的倾

角；g为重力加速度 .
1.2   运动方程

将式（2）~式（4）代入式（1），经过常规的变分运

算得到斜拉桥的运动方程为：

斜拉索：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

mck ück + cck
u u̇ck - [ (Nck + Eck Ack εck ) ( x′ck + u′ck ) ]′ =

             pck
u ( xck，t ) + mck g cos θk，

mck v̈ck + cck
v v̇ck - [ (Nck + Eck Ack εck ) ( y′ck + v′ck ) ]′ =

              pck
v ( xck，t ) + mck g sin θk，

             0 < xck < lck，k = 1，⋯，4n

（5）
主梁：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ïï
ï
ï

ï

md üd + cd
u u̇d - (Ndk + Ed Ad εd )′ = pd

u ( xd，t )，
md v̈d + cd

v v̈d - Ed Idy vd′′′′ -
          [ ]( )Ndk + Ed Ad εd v′d

′ = pd
v ( xd，t )，

x+
d(k - 1) < xd < x-dk，k = 1，⋯，4n + 4

（6）

主塔：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

mp üp + cp j

u u̇p - (N jpk + Ejp Ajp εjp )′ = pp j

u ( xp，t )
mp v̈p + cp j

v v̈p - Ejp I jpy vp′′′′ -
         [ ]( )N jpk + Ejp Ajp εjp v′p

′ = pp j

v ( xp，t )，
x+

p(k - 1) < xp < x-pk，k = 1，⋯，2n + 2 ， j = 1，2
（7）

上述运动方程假设轴向位移梯度远小于1，且忽

略初始应变 . 另外，边界条件可以写成：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

vd (0，t ) = vd ( ld，t ) = 0
v″d (0，t ) = v″d ( ld，t ) = 0 
v″p j

(0，t ) = v‴p j
(0，t ) = 0

up j
( lp j

，t ) = vp j
( lp j

，t ) = v′p j
( lp j

，t ) = 0，j = 1，2
（8）

此外，变分运算中包括分部积分项，为了使驻值

条件成立，应满足以下条件：

∑
k = 1

4n [ (T 0ck + Eck Ack εck ) ( x′ck + u′ck ) ]′| x ck
= lck

x ck
= 0 -

∑
k = 1

4n + 3[ Ed Idyu‴d + (Ndk + Ed Ad εdk ) ( x′d +
u′d ) ] δud| xd = x+dk

xd = x-dk
- ∑

j = 1

2 ∑
k = 1

n [ Ejp I jpyu‴p j
+

(N jpk + Ejp Ajp εjp ) ( x′p j
+ u′p j

) ] δup j

|
|
|||| xpj

= x j +
pk

xpj
= x j -

pk

-

∑
k = 1

4n + 3
Ed Idyu″ δu′d| xd = x+dk

xd = x-dk
- ∑

j = 1

2 ∑
k = 1

n

Ejp I jpyu″p j
δu′p j

|
|
|||| xpj

= x j +
pk

xpj
= x j -

pk

= 0
（9）

式（9）描述了斜拉桥模型的力学条件 . 为了确定

这些力学条件，首先考虑主梁和主塔在斜拉索锚点

和塔梁连接处的位移场连续性 .在无斜拉索锚固节

段处，主梁和主塔位移场的连续性可以表示为：
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δud| xd = x+dk
= δud| xd = x-dk

  ，δu′d| xd = x+dk
= δu′d| xd = x-dk

（10）
在锚固节段处，位移场的连续性可以表示为：

δuck| xck = 0 = Rcd
k δvd| xd = xdk

，δuck| xck = lck
= Rcp j

k δvp j

|
|
||||

xpj
= xkpj

（11）
其中Rcd

k 和Rcp j

k 为转换矩阵分量 .
根据式（9）~式（11），利用位移变分的任意性，可

以得到主梁锚点Qd
k 处的力学条件和几何条件为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

(Ndk + Ed Ad εd ) (1 + u′d ) | xd = x+dk

xd = x-dk
+

cos θk (Nck + Eck Ack εck ) ( x′ck + u′ck ) | xck = 0 -
sin θk (Nck + Eck Ack εck ) ( y′ck + v′ck ) | xck = 0 = 0
[ ]Ed Idy v‴d + (Ndk + Ed Ad εd )v′d | xd = x+dk

xd = x-dk
-

sin θk (T 0ck + Eck Ack εck ) ( x′ck + u′ck ) | xck = 0 -
cos θk (T 0ck + Eck Ack εck ) ( y′ck + v′ck ) | xck = 0 = 0
Ed Idy v″d| xd = x+dk

xd = x-dk
= 0

（12）

ud|xd = x+dk
= R (θk )ukc|xck = 0，ud|xd = x+dk

= ud|xd = x-dk
，

u′d|xd = x+dk
= u′d|xd = x-dk

，k = 1，⋯，4n
（13）

式中：T 0ck 为斜拉索的初始索力；u = { u，v }T；R (θk ) 为
坐标转换矩阵 . 同时主塔锚点Qp j

k 处的力学条件和几

何条件为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

(N jpk + Ejp Ajp εjp ) (1 + u′p j
) |
|
|||| xpj

= x j +
pk

xpj
= x j -

pk

+
∑

k，n + k

sin θk (T 0ck + Eck Ack εck ) ( x′ck + u′ck ) | xck = 0 -
∑

k，n + k

cos θk (T 0ck + Eck Ack εck ) ( y′ck + v′ck ) | xck = 0 = 0  
[ Ejp I jpy v‴p j

+ (N jpk + Ejp Ajp εjp )v′p j
] |
|
|||| xpj

= x j +
pk

xpj
= x j -

pk

-
∑

k，n + k

sin θk (T 0ck + Eck Ack εck ) ( x′ck + u′ck ) | xck = 0 -
∑

k，n + k

cos θk (T 0ck + Eck Ack εck ) ( y′ck + v′ck ) | xck = 0 = 0
Ejp I jpy v″p j

|
|
|||| xpj

= x j +
pk

xpj
= x j -

pk

= 0 
（14）

up j
|

xpj
= x j +

pk

= R ( π2 - θk )ukc|xck = lck
，up j

|
xpj

= x j +
pk

= up j
|xpj

= xj -pk
，

u′p j
|

xpj
= x j +

pk

= u′p j
|xpj

= xj -pk
，       k = 1，⋯，n，j = 1，2

（15）

式中：up j
= { up j

，vp j
}T. 在斜拉桥跨中主梁力学条件和

几何条件为：

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

(Nd(2n + 2) + Ed Ad εd(2n + 2) ) (1 + u′d ) || xd = x+d(2n + 2)
xd = x-d(2n + 2)

= 0，
[ Ed Idy v‴d + (Nd(2n + 2) +
         Ed Ad εd(2n + 2) )v′d ] |

|
xd = x+d(2n + 2)
xd = x-d(2n + 2)

= 0，
Ed Idy v″d

|
|

xd = x+d(2n + 2)
xd = x-d(2n + 2)

= 0
（16）

ud|xd = x+d(2n + 2)
= ud|xd = x-d(2n + 2)

，u′d|xd = x+d(2n + 2)
= u′d|xd = x-d(2n + 2)

（17）
此外，在塔梁连接点 Cj 处的力学条件和几何条

件取决于斜拉桥的结构体系 .
1.3   减缩模型

斜拉索的初始构形可以利用抛物线进行描述：

yck ( xck ) = 4bck xck ( lck - xck )/l2ck. 此时 T 0ck ≈ Hk，其中 Hk =
mck Ack gl2ck cos θk / (8bck )为初始索力的轴向分量，bck 为

斜拉索的垂度 . 对于一维结构而言，结构的纵向频率

远大于横向频率 . 因此可以利用拟静态假设实现运

动的减缩 . 在此基础上引入无量纲量：x̂ i = xi

li
   ，     v̂ i =

vi

li
   ，ŵi = wi

li
  ，t̂ = t

lc1
⋅ Hc1

mc1
 ( i = c，d，p)，   代 入 可 以

得到斜拉桥的无量纲面内运动方程：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ρ2ck v̈ck + cck
v v̇ck - v″ck -

           αk( )y″ck + 1
lck

v″ck eck ( t ) = pck
v ，

v̈d + cd
v v̇d - Pd v″d + βd vd′′′′ - Ξd edk ( t ) = pd

v，

v̈p j
+ cp j

v v̇p j
- Pp j

v″p j
+ βp j

vp j
′′′′Ξp j

ejpk ( t ) = pp j

v

（18）

式中：ĉ i
z =ci

z lc1
mi

mc1
Hc1

，p̂ i
z = pi

z l2c1
mili

mc1
Hc1

，Pi = Nil2c1
mili

mc1
Hc1

αk =
Eck Ackmc1 l2c1

Hckmck l2ck

， ρ2ck =   mck Hc1 l2ck

mc1 Hck l2c1
，Ξ i = Ei Aimc1 l2

c1
Hc1mil2

i

 ，Pi =
Hck

Hc1
mc1 l2c1
mil2

i

(cos θk + sin θk )   ，   βi = Ei Iiymc1 l2c1
Hc1 l2

i mi l2
i

 ，i =c，d，p，

edk ( t ) = ∫
x-d(k - 1)

x+d(k - 1) 1
2 ( v′2d + w′2d )dxd， ejpk ( t ) = ∫

xj -p(k - 1)

xj +p(k - 1) 1
2 [ ( v′p j

)2 +
(w′p j

)2 ] dxp j
，eck ( t ) =vd ( xdk，t )νd sin θk-vp j

( xjpk，t )νp j
cos θk +

∫0

lck é
ë
êêêê ù

û
úúúúy′ck v′ck + 1

2 [ ( v′ck )2 + (w′ck )2 ] dxck   ， z = v，w
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此外，无量纲形式的边界条件可以表示为：

vd (0，t ) =  v″d (0，t ) = vd ( ld，t ) =  v″d ( ld，t ) =   0，
vp j

( lp j
，t ) =   v′p j

( lp j
，t ) = v″p j

(0，t ) = v‴p j
(0，t ) = 0

对于斜拉索与主梁锚固点处的无量纲的力学和

几何条件，可以表示为：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

[ αk ηdk Kdk v‴d + (Ndk + αkκdk edk ( t ) ) v′d ] | xd = x+dk

xd = x+dk
-

         αk eck ( t ) sin θk| xck = 0 + cos θk [ Hck v′ck +
         αk eck ( t ) ( y′ck + v′ck ) ] | xck = 0 = 0，
αk ηdk Kdk v″d| xd = x+dk

xd = x+dk
= 0

（19）
ì
í
î

vd ( x+dk，t ) = vd ( x-dk，t ) = vck (0，t ) cos θk /νd
v′d ( x+dk，t ) = v′d ( x-dk，t ) （20）

对于斜拉索与主塔锚固点处的无量纲的力学和

几何条件，可以表示为：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

[ αk ηjpk K jpk v‴p j
+ (Np j

+ αkκjpk ejpk ( t ) ) v′p j
] |
|
|||| xpj

= xj +pk

xpj
= xj +pk

-
         ∑

k，n + k

αk eck ( t ) sin θk | xck = 0 - ∑
k，n + k

cos θk [ Hck v′ck +
         αk eck ( t ) ( y′ck + v′ck ) ] | xck = 0 = 0，
αk ηjpk K jpk v″p j

|
|
|||| xpj

= xj +pk

xpj
= xj +pk

= 0
（21）

ì
í
î

ïï
ïï

vp j
( xj +pk，t ) = vp j

( xj -pk，t ) = vck (1，t ) sin θk /νp j

v′p j
( xj +pk，t ) = v′p j

( xj -pk，t ) （22）

式中：Kik = Eik Iiky /(Eck A2ck )，ηik =Ack /l2
ik，κik = Eik Aik /Eck Ack

（i=d，p）. 斜拉桥跨中主梁的无量纲的力学和几何条

件可以表示为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

[ αk ηdk Kdk v‴d +
        (Nd(2n + 2) + αkκdk edk Ad(2n + 2) )v′d ] |

|
xd = x+d(2n + 2)
xd = x-d(2n + 2)

= 0，
αk ηdk Kdk v″d

|
|

xd = x+d(2n + 2)
xd = x-d(2n + 2)

= 0 

（23）
ì
í
î

ïï
ïï

vd ( x+
d(2n + 2)，t ) = vd ( x-

d(2n + 2)，t )
v′d ( x+

d(2n + 2)，t ) = v′d ( x-
d(2n + 2)，t ) （24）

对于漂浮体系斜拉桥而言，其塔梁连接点处的

无量纲的力学条件和几何条件可以表示为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

[ αh ηdh Kdh v‴d + (Ndh + αhκdh edh ( t ) ) v′d ] | xd = x+dh

xd = x-dh
= 0

          [ αh ηjp(n + 1) K jp(n + 1) v‴p j
+ (N jp(n + 1) +

         αhκjp(n + 1) ejp(n + 1) ( t ) ) v′p j
] |
|
|||| xpj

= xj +p(n + 1)
xpj

= xj -p(n + 1)
= 0，

αh ηdk Kdk v″d| xd = x+dh

xd = x-dh
= 0，  αh ηjp(n + 1) K jp(n + 1) v″p j

|
|
|||| xpj

= xj +p(n + 1)
xpj

= xj -p(n + 1)
= 0

j = 1，2，h = (2j - 1) (n + 1)  
（25）

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

vd ( x+dh，t ) = vd ( x-dh，t )，v′d ( x+dh，t ) = v′d ( x-dh，t )
vp j

( xj +
p(n + 1)，t ) = vp j

( xj -
p(n + 1)，t )

v′p j
( xj +

p(n + 1)，t ) = v′p j
( xj -

p(n + 1)，t )
（26）

2   特征值分析

忽略非线性项、阻尼项和外荷载项，可以得到斜

拉桥线性无阻尼自由振动的系统方程：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ρ2ck v̈ck - v″ck - αk y″ck eck ( t ) = 0
v̈dk - Pdk v″dk + βdk vdk′′′′ = 0
v̈pk - Ppk v″pk + βpk vpk′′′′ = 0

（27）

接下来，利用分离变量法开展特征值分析 .
2.1   频率方程

对于面内自由振动而言，其通解可以表示为：

v r = { ϕck ( xck )，ϕdk ( xd )，ϕpk ( xp ) }Teξωr t，其中，ωr 为

第 r 阶面内固有频率，ϕck，ϕdk 和 ϕpk 为振型函数，ξ =
-1. 将通解代入运动方程，可以得到：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ϕ″ck + ( ρck ωr )2 ϕck - 8αk fk [ ϕdk sin θk σdk +
       ϕpk cos θk σpk + 4fk∫0

1 (1 - 2xck ) ϕ′ckdxck ] = 0
βdk ϕdk′′′′ - Pdk ϕ″dk - ( ωr )2 ϕdk = 0
βpk ϕpk′′′′ - Ppk ϕ″pk - ( ωr )2 ϕpk = 0

（28）
其中ϕck，ϕdk和ϕpk可以表示为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ϕck ( xck ) = Ack cos ρck ωr xck + Bck sin ρck ωr xck +
γk0 γk1 Ack + γk0 γk2 Bck， 0 < xck < lck；

ϕdk ( xd ) = Adk cos αdk ( xd - xd(k - 1) ) +
Bdk sin αdk ( xd - xd(k - 1) ) + Cdk cos hβdk ( xd - xd(k - 1) ) +
Ddk sinh βdk ( xd - xd(k - 1) )，x+d(k - 1) < xd < x-dk；

ϕpk ( xp ) = Apk cos αpk ( xp - xp(k - 1) ) +
Bpk sin αpk ( xp - xp(k - 1) ) + Cpk cos hβpk ( xp - xp(k - 1) ) +
Dpk sin hβpk ( xp - xp(k - 1) )，x+p(k - 1) < xp < x-pk

（29）
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其中，

( )αdk

βdk
= é

ë

ê
êê
ê
ê
ê P2dk + 4βdk ( ωr )2

2βdk
∓ Pdk2βdk

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

1
2
，ζk = ρck ωr ，

γk0 = 8αk fk / ( ζk
3 cot θk - 8αk fk ζk csc θk

2 )，
γk1 = ζk cos ζk (1 - 4fk cot θk ) +
      cot θk (-4fk ζk + ζk cot θk + 8fk sin ζk )，
γk2 = ζk sin ζk - 4fk cot θk (-2 + 2cosζk + ζk sin ζk ).

基于上述通解，通过开展特征值分析可以得到

斜拉桥的特征频率方程：det (F ( ω ) ) = 0. 通过求解该

方程可以确定斜拉桥的固有频率 .
2.2   求解方法

如果选取 ϕdk = ϕpk = 0，ϕck = sin 2ρcknπxck，此时

这些函数明显满足所有条件 . 因此，斜拉桥的特征频

率方程理论上可以表示为：

det (F ( ω ) ) = ∏
k = 1

4n sin ( )ζk2 ⋅ det (F′k ( ω ) ) = 0 （30）
式中：det (F′k ( ω ) ) 表示非纯索模态满足的系数行列

式 . 显然，特征频率方程包括两类特征解 . 对于第一

类 特 征 值 ，满 足 sin ( ζk /2) = 0，此 时 固 有 频 率

ω = 2nπ. 这些频率与主梁和主塔的结构参数无关，

完全由拉索确定 .显然此时的模态并无任何耦合特

性 .另外，第二类特征值完全由 det (F′k ( ω ) ) = 0确定 .
这类特征值包括不同结构单元振动的不同贡献，因

此这些模态呈现不同程度的耦合特性 . 对于这类特

征值，表1给出了相应的求解方法 .

3   数值验证

3.1   算例

为验证本文方法的准确性，以双塔四索漂浮体

系斜拉桥为例（见图 2）进行计算，并与 SAP2000结果

进行对比 . 其中斜拉桥各构件的主要参数见表2.
3.2   固有频率和振型

表 3给出了不同方法确定的斜拉桥前 24阶固有

频率 . 可以看出两种方法的计算结果比较吻合 . 因
此验证了本文方法的正确性 .

图 3 给出了斜拉桥前 16 阶固有模态，可以看出

不同方法得到的固有模态形状基本一致，同时呈现

出了三类不同的形态 . 其中第 6~9 阶和第 11~16 阶

模态完全由斜拉索的振动控制，相应的固有频率（无

量纲）等于纯索频率（无量纲）（见表 3），因此呈现出

局部模态特性；第 1~4阶模态中，主梁主导了斜拉桥

的模态，呈现出全局模态特性；此外第 5、10 阶模态

中，斜拉桥呈现出混合模态特性 .
3.3   局部化因子

如前所述，斜拉桥固有模态可能呈现明显的局

部化现象，为了定量描述这种现象，引入局部化因子

λi ( i = c，b，p)：

表1   斜拉桥面内固有频率求解方法

Tab.1   The solution methods of in-plane natural 
frequencies of the cable-stayed bridge

固有频率求解算法伪代码

input：
ω0：方程根初始值，N：等分步长的较大正整数，

Δω1：初始步长，Δω2：新步长，ξ：精度

output：
omega：重新升序排列的满足要求精度的根

begin

end begin

ω0 = ϖΔω1  #赋初值，其中ϖ=0， 1， 2，…
Ψi = [det (F (ϖΔωi ) ) ] ⋅ [det (F ((ϖ + 1)Δωj ) ) ] ( j = 1，2)

For Ψ1 ≤ 0 do   #在ω0的给定范围内求出所有根

omega = sort{ω1}   #将根重新升序排列

Δω2 = Δω1 /N   #用一个大的正整数得到新步长

for Ψ2 ≤ 0 do  #求出距第一级更靠近ω0的根

if | ω2 - ω0 | ≤ ξ  #收敛满足要求的精度

omega = sort{ω1，ω2}   #将根重新升序排列

break
end if

end for
end For

return omega #返回所求固有频率值

图2   双塔四索漂浮体系斜拉桥示意图

Fig.2   Schematic of a cable-stayed bridge of double towers and 
four cables floating system
表2   斜拉桥的主要参数

Tab.2   Parameters of the cable-stayed bridge

结构

主塔

主梁

斜拉索

注：ρ为结构材料的重力密度 .

A/m2

30
7.2

0.005 542

E/MPa
30 000

206 000
190 000

I/m4

62.5
2.4
—

ρA/（KN·m-3）
25.0
77.0
90.0
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λi =
∑
k = 1

Nui

mik∫
lik

mik ϕ2
ik ( xik )dxik

∑i = c，d，p∑
k = 1

Nui

mik∫
lik

mik ϕ2
ik ( xik )dxik

，i = c，d，p （31）

理论上，这个因子代表第 n 阶模态时结构单元

的动能与斜拉桥系统的总动量之比 .

图 4给出了模型前 16阶模态各构件的局部化因

子 . 可以看出，第 1~4阶模态中主梁的局部化因子接

近 90%，因此为全局模态 .相反第 6~9阶、第 11~16阶

中斜拉索的局部化因子之和均大于 90%（局部模

态），此时拉索的振动完全独立于斜拉桥体系 . 值得

指出的是，目前的局部化因子从能量的角度反映了

斜拉桥的模态特性 .最近，有学者从刚度的角度给出

关于不同模态的定义［22］.对比这种方法，实际上两者

都直接从不同结构构件的模态幅值直接定义斜拉桥

的模态特性 .存在较小差别的原因在于局部化因子

考虑了结构构件的材料特性 .

4   数值分析

选取如图 5所示的双塔八索斜拉桥作为数值算

例开展参数分析 . 表 4 给出相应斜拉桥模型的固有

频率和固有模态类型 . 接下来讨论主塔刚度、垂跨

比、梁索刚度比和结构体系对斜拉桥面内固有频率

的影响 .
4.1   主塔刚度的影响

作为斜拉桥重要构件之一的主塔主要用来锚固

拉索 . 理论上，主塔由于两端拉索的共同作用，变形

相对较小，然而它的刚度仍然在一定程度上影响整

个结构的自振特性 . 为了研究主塔刚度的影响，引入

塔梁刚度比：ϑ = Ep Ip /Ed Id.
图 6给出了塔梁刚度比对斜拉桥前 24阶固有频

率的影响 . 由图可知，局部模态的固有频率与塔梁刚

度比无关，但斜拉桥的非局部模态受刚度比影响显

著 . 当刚度比较小时，固有频率随着刚度比的增大呈

现明显波动，这种变化对于高阶频率表现得更为明

显 . 相反当刚度比较大时，基本可以忽略其对固有频

图3   双塔四索斜拉桥的前16阶固有模态

Fig.3   The first 16 modes of the cable-stayed bridge with double towers and four cables

表3   双塔四索斜拉桥的面内固有频率和固有模态类型

Tab.3   The in-plane natural frequencies and mode shapes 
of the cable-stayed bridge with double towers and four 

cables

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

面内固有频率

本文方法

0.543 8
0.613 6
1.230 8
2.504 6
2.831 6
3.141 5
3.141 5
3.141 5
3.141 5
3.787 1
6.281 9
6.281 9
6.281 9
6.281 9
9.422 6
9.422 6
9.422 6
9.422 6

12.563 6
12.563 6
12.563 6
12.563 6
14.943 4
14.943 5

有限元

0.547 2
0.614 5
1.260 0
2.523 9
2.844 9
3.158 5
3.159 5
3.160 5
3.161 3
3.807 4
6.319 6
6.319 7
6.319 8
6.320 2
9.479 4
9.479 5
9.479 6
9.479 6

12.639 4
12.639 5
12.639 5
12.639 6
15.799 3
15.799 4

模态类型

全局

全局

全局

全局

混合

局部

局部

局部

局部

混合

局部

局部

局部

局部

局部

局部

局部

局部

局部

局部

局部

局部

混合

混合
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率的影响 . 另外在频率较小区域，斜拉桥频谱图呈现

很多频率转向现象［23］.
4.2   垂跨比的影响

拉索的垂跨比直接决定索力，也在一定程度上

影响塔梁刚度 . 同时垂跨比也直接影响拉索的相互

作用 . 因此理论上垂跨比对斜拉桥的非局部模态固

有频率有重要影响 . 为了定量研究垂跨比的影响，考

虑所有拉索具有相同垂跨比情况 .
图 7给出了斜拉桥的斜拉索垂跨比对前 24阶固

有频率的影响 . 可以看出局部模态的固有频率与垂

跨比无关，同时非局部低阶模态的固有频率受垂跨

比影响较小 . 相反，高阶模态的固有频率随垂跨比增

大，到达峰值后随垂跨比的增大迅速减小，呈现明显

的周期性变化 .并且这一过程随着模态阶数的增加

而变得更加明显 . 值得注意的是，斜拉桥频率谱仍然

存在频率转向和频率交叉现象［23］.

4.3   主梁刚度的影响

斜拉桥主梁的刚度影响斜拉桥的索梁相互作用

和自振特性 . 为了研究主梁刚度的影响，借鉴无量纲

表4   双塔八索斜拉桥的面内固有频率和固有模态类型

Tab.4   The in-plane natural frequencies and mode shapes of the cable-stayed bridge with double towers and eight cables

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8

面内固有频率

本文方法

0.174 8
0.346 6
0.840 3
1.390 1
2.214 9
2.655 5
3.152 2
3.295 9

有限元

0.186 3
0.366 5
0.888 4
1.454 6
2.298 1
2.730 8
3.227 5
3.374 1

模态

类型

全局

全局

全局

全局

全局

混合

局部

混合

阶数

9
10
11
12
13
14
15
16

面内固有频率

本文方法

3.992 6
4.751 8
5.551 7
6.282 7
6.395 2
7.291 9
8.229 2
9.213 3

有限元

4.023 4
4.865 4
5.738 7
6.494 4
6.596 9
7.521 9
8.479 7
9.492 0

模态

类型

全局

全局

混合

局部

混合

全局

全局

混合

阶数

17
18
19
20
21
22
23
24

面内固有频率

本文方法

9.425 7
9.435 1

10.053 7
10.366 2
10.681 7
10.994 1
11.309 7
11.625 2

有限元

9.710 7
9.720 3

10.357 0
10.678 9
11.004 0
11.325 8
11.651 0
11.976 3

模态

类型

局部

局部

混合

全局

全局

全局

全局

全局

图4   双塔四索斜拉桥前16阶模态各构件的局部化因子

Fig.4   The localization factors of the first 16 modes of the 
cable-stayed bridge with double towers and four cables

图7   垂跨比对斜拉桥面内固有频率的影响

Fig.7   Effects of the sag-to-span ratio on the in-plane 
natural frequencies of the cable-stayed bridge

图5   双塔八索漂浮体系斜拉桥示意图

Fig.5   Schematic of cable-stayed bridge of floating system with 
double towers and eight cables

图6   塔梁刚度比对斜拉桥面内固有频率的影响

Fig.6   Effects of the tower-to-beam stiffness ratio on the in-
plane natural frequencies of the cable-stayed bridge
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力学条件式（19）中的系数Kdk 来定量描述主梁刚度，

这里引入梁索刚度比：K = Ed Id / ( )Ec A2c .
图 8给出了梁索刚度比对斜拉桥前 24阶固有频

率的影响 . 可以看出刚度比对低阶固有频率影响较

小 . 相反刚度比明显影响斜拉桥的高阶固有频率 . 
实际上，随着刚度比的增大，斜拉桥的高阶固有频率

谱出现明显波动 . 同时固有频率的明显变化导致频

谱图呈现很多频率交叉和转向现象 . 此外，还可以看

出，当刚度比较大时，斜拉桥的固有频率基本独立于

刚度比的变化；相反刚度比较小时，斜拉桥固有频率

的变化明显依赖于梁索刚度比 .

4.4   索梁相互作用的影响

斜拉桥拉索和主梁（主塔）存在明显的动态相互

作用，从而导致不同结构构件振动的相互耦合 .这种

相互作用在一定程度上影响斜拉桥的固有频率 . 理
论上，这种作用可以通过几何条件和力学条件进行

力学描述 . 考虑到力学条件作为这种相互作用的主

导作用，下文将针对力学条件对索梁相互作用的影

响进行定量分析 .
表 5给出了索梁相互作用对斜拉桥面内固有频

率的影响 . 理论上，局部模态的固有频率取决于斜拉

索的初始索力，这种索力完全由静态平衡条件确定 . 
相反，相互作用只反映索力的动态变化，因此局部模

态的固有频率完全独立于索梁相互作用，如表 5 所

示 .此外，索梁相互作用明显影响非局部模态 . 实际

上，对于低阶模态，相互作用减小了非局部模态的固

有频率 .这种影响随着固有模态阶数的增加而减弱，

因此基本可以忽略相互作用对高阶模态固有频率的

影响 .

4.5   结构体系的影响

根据主塔、主梁和桥墩的连接方式，通常将斜拉

桥分为漂浮体系、半漂浮体系和刚构体系 . 与漂浮体

系不同，半漂浮体系塔梁连接点的力学（几何）条

件为：

[ ]αk ηjpk K jpk v‴p j
+ (N jpk + αkκjpk ejpk ( t ) ) v′p j

|
|
|||| xpj

= xj +pk

xpj
= xj -pk

-
(Ndk + Edk Adk εdk ) (1 + u′d ) | xd = x+dk

xd = x-dk
= 0，

          ud|xd = x+dk
= R ( π2 )up j

| 
xpj

= xj +pk

对于刚构体系，则有：

Ed Idy v″d
|
|
|||| xd = x+dk

xd = x-dk
- Epj I jpy v″p j

|
|
|||| xpj

= xj +pk

xpj
= xj -pk

= 0，u′d|xd = x+dk
= u′p j

| 
xpj

= xj +pk

.
显然，这 3种体系在刚度上有较明显的差别 . 接

下来，分析不同结构体系对斜拉桥固有频率的影响 .
表 6给出了结构体系对斜拉桥的面内非局部模

态固有频率的影响 . 总体而言，由于斜拉桥约束的变

表5   索梁相互作用对斜拉桥面内固有频率的影响

Tab.5   Effects of cable-deck interaction on the in-plane 
natural frequencies of the cable-stayed bridge

阶数

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

面内固有频率

有索力

0.174 8
0.346 6
0.840 3
1.390 1
2.214 9
2.655 5
3.152 2
3.295 9
3.992 6
4.751 8
5.551 7
6.282 7
6.395 2
7.291 9
8.229 2
9.213 3
9.425 7
9.435 1

10.053 7
10.366 2
10.681 7
10.994 1
11.309 7
11.625 2

无索力

0.273 3
0.466 4
1.042 5
1.413 2
2.325 7
2.867 6
3.151 0
3.465 6
4.119 6
4.832 8
5.602 1
6.284 1
6.427 4
7.311 9
8.252 4
9.249 0
9.426 6
9.432 8

10.015 2
10.301 7
10.681 7
10.996 2
11.310 8
11.625 3

图8   梁索刚度比对斜拉桥面内固有频率的影响

Fig.8   Effects of the beam-to-cable stiffness of the deck on the 
in-plane natural frequencies of the cable-stayed bridge
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化，刚度明显不同 . 由表 6 可知，不同的结构体系固

有频率有一定的差别 . 实际上，对于同一阶模态而

言，刚构体系的固有频率最大，漂浮体系的固有频率

最小 . 但是，对于某些非局部模态，塔梁固结时固有

频率并没有明显改变，因此半漂浮体系和刚构体系

的固有频率差别可以忽略 .

5   结 论

本文利用Hamilton变分原理推导了斜拉桥的面

内运动方程，同时利用虚位移之间的几何关系将分

部积分项转化为相应的力学条件 . 利用分离变量法

对斜拉桥的无量纲线性化模型开展特征值分析，并

得到了相应的频率方程 . 然后利用数值算例分析了

斜拉桥的固有频率和固有模态，同时引入局部化因

子定量地反映了结构的模态特征 . 结果表明，斜拉桥

的固有模态可能呈现局部、全局和混合特性 . 最后讨

论了结构参数、索梁相互作用和结构体系对斜拉桥

固有频率的影响 .
总体而言，本文主要关注斜拉桥面内振动的理

论研究，相关结果对工程具有指导意义 .首先，斜拉

桥的纯索频率为索力测试提供理论依据；其次，从理

论的角度揭示了斜拉桥的固有频率谱 .此外，对于千

米级的密索体系而言，可以为抗震分析中固有模态

的选取提供理论基础；最后，为分析桥梁工程中索梁

相互作用提供了方法 .
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