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要!针对医学图像和视频图像的恢复问题!基于张量表示!研究有限样本下的低秩

张量数据恢复问题!在张量奇异值分解"

5?8:C

#理论的基础上!提出了张量秩校正模型和两

阶段张量秩校正方法!第一阶段是用张量核范数最小化模型求得预估解!第二阶段!根据预

估解!求解张量秩校正模型!获得更高精度的解
;

构建了求解张量秩校正模型和张量核范数

最小化模型的张量近似点算法!使得可以在实数域上对张量直接进行计算!并且从理论上证

明了该算法的收敛性
;

通过对医学图像和视频图像的数值仿真实验!验证了本文所提出模型

和方法的有效性!实验结果显示!张量秩校正模型和方法能够取得更高的恢复精度
;

关键词!图像恢复$张量奇异值分解$张量秩校正$张量近似点算法
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随着电子技术和成像技术的发展#从医学图像

到遥感图像#从导弹精确制导#到人脸识别及指纹识

别再到具有视觉功能的智能机器人#人类活动的方

方面面都会产生或涉及到大量的高维图像
;
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像已经成为一种重要的多媒体形式#广泛存在于人

们的日常生活中
;

图像在形成#传输和记录的过程中

受多种因素的影响#图像的质量会有所下降#典型表

现为色彩模糊和有噪声干扰等
;

这一降质的过程被

称为图像的退化
;

图像恢复的目的就是尽可能地恢

复退化了的高维图像的本来面目
;

传统的图像处理方法是基于向量和矩阵的表示

形式#往往破坏了这些数据的原始空间结构#在分析

过程中不能够很好地刻画这些数据的本质和充分挖

掘其内部特性
;

张量作为向量和矩阵表示的高阶推

广#能够更好地表达高阶数据复杂的本质结构#已被

广泛应用于计算机视觉与图像&人脸识别&医学图像

和统计信号处理等研究领域中'

#]&

(

;

高维图像数据往往具有低维属性#张量完备化

问题就是利用张量数据的低秩结构#是一种在有限

样本或测量数据下最小化张量的秩的优化问题
;

最

小化张量的秩是
7E

难问题#通常的处理方法有$

#

"

将张量转化成矩阵#然后求解矩阵完备化问题'

>

(

%

%

"

用特殊的张量分解方法来分解张量#如
JG7CV?

J<PE

)

EGHG?[GJ

!

JE

"分 解#

D)9I3*

分 解 等

方法
;

由于矩阵的核范数是矩阵秩的紧的凸逼近#因

此对矩阵完备化问题的求解一般是将其转化为矩阵

核范数最小化问题求解
;

对矩阵核范数最小化问题

的求解有近似点算法!

EEG

"

'

A

(

#交替方向方法

!

GCP

"#加速近似梯度方法!

GEQ

"

'

@

(

;

虽然低秩矩

阵完备化问题得到很好发展#但张量完备化问题研

究还很不完善
;

不同于矩阵秩只有一种定义#张量秩

有多种定义
;

传统上主要有两种张量秩的定义#

JE

秩和
D)9I3*

秩#它们分别是基于
JE

分解和
D)9I?

3*

分解的
;

将张量展开成矩阵#利用展开矩阵性质

近似逼近张量的秩#是常用的处理方法
;

例如$

Q,+?

K

6

'

%

(等用各片分别展开矩阵的核范数的和作为张量

秩的近似逼近%

1̂)

'

F

(等进一步将各片分别展开矩阵

的核范数通过加权来近似张量的秩#并提出了

/,̂ DHJ

算法求解该松弛模型!

D87

"

;

然而这两种

逼近方法并不是张量秩函数的最紧的凸逼近'

>

(

;

\1-M3*

等'

#$

(基于快速傅里叶变换可以将块循

环矩阵对角化的思想#提出了张量奇异值分解!

!?

8:C

"方法#使得张量可以在傅里叶变换下实现快速

分解
;

基于
!?8:C

#

83M3*91

等'

&

(提出张量核范数

概念#对于
"

阶张量#利用张量核范数近似逼近张量

的秩#建立了张量核范数最小化模型!

D77

"#构建

了交替方向方法!

GCPP

"求解该模型#并应用于多

线性数据的图像压缩和恢复#通过对比#

D77

逼近

比
D87

逼近效果更好
;

但是该文没有给出
GCPP

方法的收敛性结果#文中的
GCPP

算法一部分在

实数域上计算#一部分在复数域上计算
;

与以往模型

不一样#

D77

模型的目标变量是定义在复数域即傅

里叶域内的矩阵#约束变量是定义在实数域的
;

因

此#根据这个问题的特点#设计更加有效的具有收敛

性的优化算法#是亟需解决的一个问题
;

另外#文献

'

##

(指出#矩阵核范数在某些情况下不是矩阵秩的

最紧凸逼近#如对角元素被高度样本化#则矩阵核范

数最小化模型求解低秩恢复问题的能力就会高度弱

化#而矩阵核范数是张量核范数!

D77

"的二阶形

式
;

本文针对以上两个问题开展研究#主要贡献有两

个$一是提出了张量秩校正模型!

JHD77

"和两阶

段张量秩校正方法#二是构建了张量近似点算法#用

于求解
JHD77

模型和
D77

模型#从理论上证明

了该算法的收敛性
;

仿真实验验证了本文所提出模

型和方法的有效性
;

结果显示#在医学图像以及视频

图像的恢复问题中#张量秩校正方法能够取得更高

的恢复精度
;

.

!

张量基本概念

张量即为多维数组#其元素所在位置需要
"

个或
"

个以上的变量来表示#可以记为
!

"

#

$

#

$
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$

%

#其中
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#

'

$

%

'
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'

$

%

#这里
$

(

#

(_#

#

%

#* #

$

%

#称为维数#

%

为阶数
;

特别地#向量为一维张量#矩阵为二维张量
;

张

量
!

的片是只有两个指标没有固定的矩阵形式#例如
"

阶张量
!

#

&

$

#

'

$

%

'

$

" 的前片表示为
!

!$#$#

(

"#

(_#

#

%

#

";

针对彩色图像的数据结构#本文主要讨论
"

阶张量
;

本节简要介绍与张量奇异值分解有关的基本知识#更

多详细的介绍见文献'

#$

(

;

首先介绍由张量的前片构成的块循环矩阵#对

张量
)

#

&

$

#

'

$

%

'

$

"

#其前片为
$

#

'

$

%

的矩阵
!

#

#

!

%

#

!

"

其中
)
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"

)
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(

"#则有$
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"
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"
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)

$

"

)

$

"

*

#

*

)

$

%

&

'

#

;

!

#

"

而快速傅里叶变换!

[[D

"可以将块循环矩阵转化成

块对角矩阵#有如下形式$

!

"

$

"

(

+

$

#

"

,
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其中
,

$

"

为离散的快速傅里叶矩阵#

#

$

#

和
#

$

%

分别

为
$

#

'

$

#

和
$

%

'

$

%

的单位矩阵#

(

表示矩阵的

\*(+39I3*

乘积#

!

!

$

!

"为块对角矩阵#张量$

!

是张

量
!

在傅里叶变换下的形式#

$

!

(

为张量$

!

的第
(

个

前片#有如下定义$

!

!

$

!

"

"

-

)

#

$

*

$

$

-

)

%

*

$

+ +

)

+

$ $

*

-

)

$

$

%

&

'

"

.

!

"

"

相反地#对式!

%

"应用逆傅里叶变换#即 !

"

D

$

"

(

#

$

#

"

乘以左边#!

"

$

"

(

#

$

%

"乘以右边#则会有如下结果$

91*9

!

!

"

"

!

"

D

$

"

(

#

$

#

"

,

!

!

$

!

"

,

!

"

$

"

(

#

$

%

"

.

!

!

"

取
P,5:39

变换作用于张量
!

#

&

$

#

'

$

%

'

$

" 的每一个

前片#则
P,5:39

!

!

"将张量
!

#

&

$

#

$̀

%

$̀

"作用成

$

#

$

"

$̀

%

的矩阵$

P,5:39

!

!

"

_

!

#

!

%

+

!

$

$

%

&

'

"

.

!

F

"

将
P,5:39

!

!

"返回张量则用
/

012

变换$

.(-K

!

P,5:39

!

!

""

_!.

!

&

"

定义
...

%

#$

&

!

张 量
!

#

&

$

#

$̀

%

$̀

" 和
%

#

&

$

%

1̀̀ $

"

#则
!

与
%

的张量积定义如下$

&

$

_!

"

%_.(-K

!

91*9

!

!

",

P,5:39

!

%

""

.

!

>

"

其中
&

#

&

$

%

1̀̀ $

"

.

这里张量
!

和
%

张量积在
P,5-,W

中操作#可以

直接通过对
!

和
%

做快速傅里叶变换!

[[D

"得到

$

!

和$

%

#然后$

!

和$

%

的对应前片分别做乘积即可获

得$

&

#然后再对$

&

做逆快速傅里叶变换即可得到结

果#详细过程见文献'

#$

(

.

接下来介绍单位张量#张量的转置#张量奇异值

分解!

5?8:C

"

;

定义
../

%

#$

&

!

张量
#

$ $̀ 1̀

#

&

$ $̀ 1̀为单位张量

当它的第一个前片为
$ $̀

的单位矩阵#剩余两前片

的元素均为
$.

定义
..0

%

#$

&

!

张量
!

#

&

$

#

$̀

%

$̀

"

#则张量
!

的

张量转置
!

D

#

&

$

%

$̀

#

$̀

"

#是通过保持第
#

个前片位

置不变#第
%

个前片和第
"

个前片位置互换#并且分

别对张量
!

每一个前片做转置得来
.

定义
..1

%

#$

&

!

张量
!

#

&

$ $̀ 1̀为
/

3

对角化张

量当且仅当其每一个前片矩阵均为对角矩阵
.

定义
..2

%

#$

&

!

张量
!

#

&

$ $̀ 1̀为正交张量当且

仅当它满足$

!

D

"

!_!

"

!

D

_#

$ $̀ 1̀

.

!

A

"

定理
..3

%

#$

&

!

!张量奇异值分解!

5?8:C

""张量

!

#

&

$

#

$̀

%

$̀

"

#则
!

可以分解为$

!_'

"

(

"

)

D

.

!

@

"

其中
'

和
)

为正交张量#其中
'

#

*

$

#

$̀

#

$̀

"

#

)

#

&

$

%

$̀

%

$̀

"

#

(

#

&

$

#

$̀

%

$̀

"为
/

3

对角化张量
.

最后介绍三阶张量的多线性秩和张量核范数

!

D77

"以及它们之间的联系
;

定义
.;4

%

!

&

!

张量
!

#

&

$

#

$̀

%

$̀

"的张量多线性

秩是向量
+

#

&

$

"

#

+

的第
(

个元素为对
!

做快速傅

里叶变换得到的-

)

的第
(

个前片的秩
.

定 理
..5

%

./

&

!

张 量 核 范 数 !

!%%

"记 为

*

!

*

!%%

为张量
!

的范数#它是对
!

做快速傅里叶

变换得到的$

!

的每一个前片的奇异值之和#为张量

多线性秩的
1

#

范数的紧凸松弛
.

在一定条件下#矩阵核范数是矩阵的秩的凸松

弛#同理#张量核范数!

D77

"是张量多线性秩的凸

松弛'

#"

(

;

/

!

张量完备化的秩校正方法

在图像采集过程中#由于各种原因#可能会出现

图像数据损失的情况#即图像序列组成的张量
4

中

有部分元素的值缺失
.

张量数据恢复问题即为张量

完备化问题#就是利用张量数据的低秩结构#在有限
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,

6

=

#

/

,

"

#

4

6

=

#

/

4

"

.

!

%A

"

,

" 和
4

" 为!

#"

"的鞍点
;

证毕
;

1

!

仿真实验

本文针对医学图像和视频图像的恢复问题#分

别对张量核范数加权和模型!

D87

模型"式!

#$

"&张

量核范数最小化模型!

D77

模型"式!

##

"以及张量

%F#



第
#$

期 白敏茹等$基于张量秩校正的图像恢复方法

秩校正模型!

JHD77

模型"式!

#"

"进行仿真实验#

D87

模型采用
/,̂ HDJ

方法求解#

D77

模型和

JHD77

模型采用近似点算法!

EEG

"求解#并给出

仿真结果#所有结果都是在
J(*31F

的
JE0

及
!Q

内存的
c1+K(X4>

系统下的
G808

笔记本中运行

PGD̂ GOH%$#%W

计算得出
;

图像恢复的数值评价

指标通常由相对误差和峰值信噪比!

E87H

"计算#

相对误差计算公式$

*3-3*

"

*

,

*

.

*

,

*

,

*

,

;

!

%@

"

式中$

.

为实值张量%

,

为预估张量#峰值信噪比计

算公式$

E87H

"

#$

"

-(

N

#$

!

$

#

"

$

%

"

$

"

*

,

*

.

*

%

,

"

.

!

"$

"

式中$

$

#

#

$

%

#

$

"

为张量
.

#

&

$

#

'

$

%

'

$

"的维数#同时

终止条件为$

*

,

6

=

#

*

,

6

*

,

*

,

6

*

,

5

5(-;

!

"#

"

5(-

为终止参数#取
5(-

"

#$

*

"

#主要是小于这

个值之后#变化特别微小
;

文中选取的图像为大小
!#F

'

!>>

'

"

的医学图

像#视频图像为大小
##%

'

#&$

'

"

的视频的其中一

帧#进行仿真实验#并比较
D87

模型#

D77

模型#

JHD77

模型的恢复效果
;

图
#

为医学图像和视频图像原始图像
;

图
%

#图

"

分别为医学图像和视频图像在样本率为
%$d

!即

有效信息只有
%$d

"的情况时用
D87

模型#

D77

模型#

JHD77

模型视觉恢复效果对比#从图
%

#图
"

的
E87H

值对比和视觉恢复效果对比中#可以发现

本文提出的
JHD77

模型能得到更好的恢复效果
;

图
!

分别为医学图像和视频图像在
D87

模型#

D77

模型#

JHD77

模型下对不同样本率得到的相

对误差曲线对比
;

从中可以明显看出$本文提出的张

量秩校正方法对不同的样本率得到的恢复图像的相

对误差曲线都是最低的#表明本文提出的
JHD77

模型能够取得更高精度的恢复效果
;

图
#

!

原始图像

[1

N

;#

!

<*1

N

1+,-1M,

N

34

!!

图
%

!

样本率为
%$d

的医学图像及其分析在
D87

模

型!

D77

模型和
JHD77

模型下的恢复图

[1

N

;%

!

H39(23*

6

*34)-54(+,M3K19,-1M,

N

3X15U%$d

4,M

Y

-3*,51(W

6

M(K3-4D87

!

D77,+KJHD?

77

!

*34

Y

395123-

6

!!

图
"

!

样本率为
%$d

的视频图像及其分别在
D87

模

型!

D77

模型和
JHD77

模型下的恢复图

[1

N

;"

!

H39(23*

6

*34)-54(+,21K3(1M,

N

3X15U%$d

4,M

Y

-3*,51(W

6

M(K3-4D87

!

D77,+KJHD?

77

!

*34

Y

395123-

6

"F#
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%$#&

年

!

,

"医学图像结果

!

W

"视频图像结果

图
!

!

视频图像和医学图像在
D87

模型!

D77

模型和
JHD77

模型下

对不同样本率得到的相对误差

[1

N

;!

!

DU3*3-,51233**(**39(23*3KW

6

D87

!

D77

!

JHD7723*4)44,M

Y

-3*,51(.(*M3K19,-1M,

N

3

2

!

结
!

论

针对高维图像恢复问题#本文提出了张量秩校

正模型和两阶段张量秩校正方法#并提出了求解张

量秩校正模型的张量近似点算法#从理论上分析了

该算法的收敛性
;

仿真结果验证了本文所提出模型

和方法的有效性#结果表明#张量秩校正方法模型能

够取得更高的恢复精度
;

能否将该模型和算法推广

到四阶及以上的图像恢复问题1 这个问题值得进一

步研究
;
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