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要!基于加速度频响函数矩阵反演频域动载荷是病态逆问题#反求的结果精度差#

对数据的小扰动敏感#基于
N0GH'*'1

正则化方法#提出一种反演途径#将测点响应与待求

激励进行归一化变换#在此基础上引入变换后的频响函数矩阵和正则化泛函进行求解#应用

广义交叉验证准则选取最优正则化参数
:

考虑简支矩形薄板上的
!

个动载荷的识别问题#分

析激励点和响应测点的不同位置以及动载荷大小之间相差程度不同的
!

个算例#将本文方

法与不采用归一化变换的正则化求解结果进行
"

种相对误差的均方根比较
:

结果表明#利用

归一化变换可提高动载荷反演精度#增强正则化方法的抗噪能力#当测点之间的响应以及各

动载荷大小相差较大时#明显改善了识别精度
:

关键词!动态载荷$频响函数$反问题$正则化$归一化
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载荷识别的理论和应用研究受到了研究者越来

越多的重视&

$_A

'

#目前#人们已提出了多种频域内反

演动态载荷的技术#其中频响函数矩阵求逆是一类

重要方法&

>_%

'

:

然而#反演的病态特性使得量测数

据的小扰动导致结果不准确#甚至不可信
:

当以测点

的加速度频域响应作为输入时#低频段的反演误差

非常明显
:

正则化方法是提高反求精度和稳健性的

一条重要途径#典型的正则化方法包括截断奇异值

分解和
N0GH'*'1

正则化方法&

M

'

:

截断奇异值分解

法的基本思想是将所得的广义解式子右端进行截

断&

@

'

#即只保留前面若干个对应于较大奇异值的部

分#将后面的对应于较小奇异值的部分过滤掉#如何

选取截断阈值#是该方法的难点
:N0GH'*'1

正则化

方法通过引入包含响应残差和激励的模的泛函#由

泛函对载荷的一阶偏导为零#得到正则化以后的激

励求解列式&

$#_$$

'

:

文献&

$"_$E

'提出综合使用奇异

值分解法与
N0GH'*'1

正则化的载荷识别策略#当

频响函数矩阵的条件数大于某一临界值时#使用正

则化技术#反之#由奇异值分解法实施反求
:

张磊

等&

$!

'提出在总体最小二乘算法的基础上进行
N0G?

H'*'1

正则化#利用共轭梯度法解算该目标函数的

最优化问题
:

然而#当各响应测点的响应之间(响应

与激励之间以及激励与激励之间在数量上差别大#

会导致正则化方法效果差#有必要重新考察变分泛

函的构造
:

为此#文中由归一化变换使得加速度响应

和激励的模值在一个相近的范围内变化#在此基础

上重新构造变分泛函#给出一种
N0GH'*'1

正则化

求解途径#通过简支矩形薄板的多点载荷反求算例

检验其有效性
:

.

!

问题的归一化变换及正则化求解

测点的响应向量与待求激励向量之间满足%

!

"

#

!

#

!

$

!

$

"

式中%

!

"

为加速度响应向量#为
!

维列向量$

!

$

为
"

维列向量表示的激励$

!

#

为
!`"

阶加速度频响函

数矩阵
:

残差向量为%

!

%

#

!

"

$

!

#

!

$

!

"

"

考虑
!

$

"

#由
N0GH'*'1

正则化方法#引入残

差向量模与激励向量模表示的泛函&

E

'

%

! #

!

%

.

!

%

%!

!

!

$

.

!

$

" !

E

"

式中%

!

为正则化参数$上标)

.

*表示共轭转置运

算
:

由泛函对力取极值得到%

!

$

#

!

!

#

.

!

#

%!

&

"

$

$

!

#

.

!

"

!

!

"

式中%

&

为
"

阶单位矩阵
:

将式!

$

"中的频响函数矩

阵进行奇异值分解%

!

#

#

'()

.

!

A

"

式中%

'

和
)

为酉矩阵$

(

为对角奇异矩阵
:

令式!

!

"

中的
!

a#

#然后结合式!

A

"#可得到载荷反求的奇异

值分解方法#等价于最小二乘解&

"

'

%

!

$

#

)

!

(

N

(

"

$

$

(

N

'

.

!

"

!

>

"

进一步考察式!

"

"和式!

E

"可见#当各响应测点

的响应之间(响应与激励之间以及激励与激励之间

在模值上存在较大差别时#泛函取极值并不一定能

够保证各个待求激励有相近的精度#甚至可能出现

正则化方法失效的情况
:

本文提出
N0GH'*'1

正则

化方法的改进策略#将频域中的响应向量与激励向

量的各分量幅值变化范围进行归一化处理#使它们

具有接近相同的变化范围#令

!

"

#

*&
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!

$

#

+
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!

%

&

'
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!

%

"

式中%

!

"

和!

$

分别为归一化以后的响应与激励向量$

*&

和
+

'

为实因子构成的对角矩阵
:
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'
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"

式中%
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*a$

#+#

!

"和
)

*

!

*a$

#+#

"

"称为归一化

因子#

(*

和
)

*

可取为第
*

个响应与激励的模值在所考

虑频段内的平均值
:

进一步引入变换后的频响函数

矩阵%

!

#

$

#

*

$

$

&

!

#+

'

!

@

"

归一化动载荷的最小二乘解为%

!

$

#

!

!

#

.

!

#

"

$

$

!

#

.

!

"

!

$#

"

将式!

A

"代入式!

@

"#得

!

#

$

#

(

$

$

&

'()

.

+

'

!

$$

"

再将式!

$$

"代入式!

$#

"#有

!

$

#

+

$

$

'

)

!

(

N

(

"

$

$

(

N

'

.

*&

!

"

!

$"

"

结合式!

$"

"和式!

%

"#可见式!

$"

"和式!

>

"是相同的#

表明归一化变换后#载荷反求的最小二乘解与变换

前是一致的
:

采用
N0GH'*'1

正则化方法求解归一化变换后

的反演问题#引入以下泛函%

" #

!

!

"

$

!

#

!

$

"

.

!

!

"
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!

#

!

$
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(

!

!

$

.

!

$

!

$E

"

式中%

(

!

为相应的正则化参数
:

由式!

$E

"可解出%

!

$

#

!

!

#

.

!

#

%
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!
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式!

$!

"和式!

!

"分别表示了经过归一化变换和未经

归一化处理的正则化方法
:

将式!

$!

"求得的激励代

入式!

%

"的第二式#得到真实载荷向量
:

因为激励是

待求量#为得到相应的归一化因子
)

*

#可先将反求问

题在所考虑的频段内进行奇异值分解求解#由此得

到各激励大小的平均值#以此作为归一化因子的估

计值
:

确定式!

!

"和式!

$!

"中正则化参数是算法的关

键#文中采用广义交叉验证法!

X\9

"

&

$A

'确定最优

正则化因子#它使下面函数取最小值
:

+

,

(

!"

! #

$

-

"

)

!

&

$

,

!

(

!

""

!

"

)

"

&

$

-

"N)

!

&

$

,

!

(

!

""'

"

!

$A

"

式中%

,

!

(

!

"

#

!

#

!

!

#

.

!

#

%!

-

"

$

$

!

#

.

$

"

为测点个

数$

N)

表示迹运算
:

/

!

算例及讨论

/:.

!

算例设计及误差定义

考虑图
$

所示四边简支的矩形薄板#其尺寸为

>##SS À##SS $̀:"SS

#弹性模量为
"#%XV+

#

密度为
%MA#G

Q

-

S

E

#泊松比为
#:E

#取模态阻尼比

为
#:#E:

矩形薄板的前
E

阶固有频率分别为
$@:M

#

!!:$

和
A!:M.K:

薄板受横向动载荷
'

$

#

'

"

#

'

E

和

'

!

作用#激励频率为
$#

"

E##.K:

在矩形薄板上布

置
%

个响应测点
&

*

!

*a$

#+#

%

"#利用有限元计算获

得频响函数及
'

*

!

*a$

#+#

!

"作用下测点的横向加

速度时域响应#加入噪声#以模拟实测响应
:

频响函

数的高斯白噪声模型为%

.

!

"

"

#

.

*I

2

F

"

#

.

(I

:

!

$>

"

式中%

F

为虚数单位$

.

(I

为
#

"

$

之间均匀分布随机

数$

.

*I

为正态分布的随机数#其均值为
#

#方差为
/

!

"

"

$#

_

!

0

-

"#

"

#

/

!

"

"为频响函数的幅频值#

0

为信噪

比
76P:

给测点的时域响应加入噪声的模型为%

1

2))

#

1

%

#

.

34I

!

1

"

.

.

2

(I

!

$%

"

式中%

1

2))

为叠加了噪声的响应$

1

为仿真分析所得的

响应序列$

34I

!

1

"表示
1

的均方差$

.

2

(I

为
_$

"

$

随

机数$

#

为噪声水平
:

将添加了噪声的响应数据进行

;'()02)

变换#得到频域响应
:

算例考虑两组激励力和响应测点的位置组合#组

合
$

与组合
%

的坐标分别绘于图
$

!

+

"和!

<

"#坐标值分别

列于表
$

与表
":

在位置组合
$

中#载荷
'

!

作用点和测点

!

都靠近简支边界$而在组合
%

中#两者都移向板中心#

而
'

$

的作用点及测点
$

成为最靠近边界的点
:

显然#载

荷靠近边界#激发的振动响应减弱#不利于反求精度的

提高
:

对每一组位置组合#分别讨论如表
E

所示的两种

加载条件#在
$#

"

E##.K

的频率段内#每个频域载荷的

大小为常数
:

加载条件
$

中的
!

个载荷频域值之间差别

较大#有关系
'

$

aA'

"

a$#'

E

a"#'

!

$加载条件
%

的
!

个载荷频域值相等
:

对每个动态力#引入相对误差的均方根值来比

较载荷识别的精度#有

$

*

#

$

!

*

!

3

#

$

'

4*

#

3

$

'

5*

#

! "

3

-

'

5*

#

& '

3

, /

"

$

-

"

!

$M

"

式中%

$

*

表示第
*

个动载荷的识别误差#为各频点的

均方根值$

'

4*

#

3

为第
*

个动载荷在第
3

个频率点的

反求幅频值$

'

5*

#

3

为实际幅频值$

!

为
$#

"

E##.K

内的频率点数
:

取各动载荷识别误差的平均#可得到总体平均

误差为%

$

"

#

$

!

-

*

!

-

*

#

$

$

*

!

$@

"

式中%

!

-

为待识别激励数目
:

相应于两组位置组合分析两组算例#为便于结

果对比#统一取频响函数的信噪比
76PaE#I[:

加

速度响应的
"

种噪声水平分别为
#

aAb

和
$#b:

!

+

"位置组合
$

!

<

"位置组合
%

图
$

!

四边简支薄板的位置组合

;0

Q

:$

!

NH2,'8+40'*8'S<0*+40'*

'-30S

R

,

5

3(

RR

')42I4H0*

R

,+42

%%
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年

表
.

!

位置组合
!

的坐标

0&"1.

!

2,,%-34&$)#,5

6

,#3$3,4',7"34&$3,4

!

!!!!!

激励位置
!!!!! !!!!!

响应点位置
!!!!!

力
6

-

S

7

-

S

编号
6

-

S

7

-

S

'

$

#:$! #:!! $ #:"# #:!"

'

"

#:E> #:E> " #:E! #:E!

'

E

#:E# #:"# E #:E> #:$M

'

!

#:#! #:#! ! #:#> #:#>

A #:$> #:""

> #:"# #:E"

% #:#M #:E#

表
/

!

位置组合
"

的坐标

0&"1/

!

2,,%-34&$)#,5

6

,#3$3,4',7"34&$3,4

"

!!!!!

激励位置
!!!!! !!!!!

响应点位置
!!!!!

力
6

-

S

7

-

S

编号
6

-

S

7

-

S

'

$

#:$! #:!! $ #:"# #:!"

'

"

#:E> #:E> " #:E! #:E!

'

E

#:E# #:"# E #:"M #:""

'

!

#:$" #:"# ! #:$> #:""

A #:"# #:E"

> #:E> #:$M

% #:!> #:"M

表
8

!

对应位置组合
!

和载荷条件
!

的相对误差

0&"18

!

9):&$3;))%%,%#,53-)4$353'&$3,45,%

6

,#3$3,4

',7"34&$3,4

!

&4-:,&-34

<

',4-3$3,4

!

#

方法
$

$

$

"

$

E

$

!

$

S

#:#A

无归一化
#:$A #:!E #:A> !:!@ $:!>

归一化
#:$$ #:EE #:E! $:%# #:>"

#:$#

无归一化+++++++++++++++++++++++

#:"$ #:AE #:M$ A:!" $:%!

归一化
#:$> #:!! #:A! ":@% $:#E

/:/

!

算例
.

对于表
$

所示位置组合
$

的动载荷#考虑加载

条件
$

#分别采用不经归一化处理和经过归一化处

理的正则化方法反求载荷#结果如图
"

所示
:

由图
"

可知#

!

个反演载荷均在低频范围内波动大#在较

高频段内#反求值与实际值相差很小
:

这是因为基于

加速度反求的逆运算项之模值随频率减小而显著增

加#随频率增加而减小#故在低频段#频响函数矩阵

求逆的条件数较大#导致较大的误差与波动
:

图
"

表

明#归一化变换后的正则化求解能提高识别精度#尤

其在低频段内#效果明显
:

而在大于二阶基频!约
!A

.K

"的频率段#两种反演途径给出的结果接近相同
:

由
"

种正则化途径所得载荷的相对误差结果如

表
E

所示
:

由表
E

可知#

'

!

的识别误差最大#这是因

为
'

!

的频域值最小#且最靠近边界
:

经过归一化变

换后#各载荷的相对误差都减小了#尤以
'

!

的降低

最明显#总体平均误差也下降较多
:

8

-

.K

!

+

"力
'

$

8

-

.K

!

<

"力
'

"

8

-

.K

!

8

"力
'

E

8

-

.K

!

I

"力
'

!

图
"

!

对应位置组合
$

和加载条件
$

的动载荷识别

;0

Q

:"

!

DI2*40-02II

5

*+S08,'+I3-')

R

'3040'*

8'S<0*+40'*

$

+*I,'+I0*

Q

8'*I040'*

$

分析载荷频域值相同的加载条件
%

#识别误差

结果如表
!

所示
:

由表
!

可知#

"

种正则化途径所得

结果的误差相比表
E

列出的对应值减小#归一化处

理对
'

$

#

'

"

和
'

E

的识别效果改善较小#但明显提高

了
'

!

的识别精度
:

这是因为
'

!

接近边界#产生的测

点加速度响应小#归一化变换将其影响放大了#使得

其识别精度得到提高
:

表
=

!

对应位置组合
!

和载荷条件
"

的相对误差

0&"1=

!

9):&$3;))%%,%#,53-)4$353'&$3,45,%

6

,#3$3,4

',7"34&$3,4

!

&4-:,&-34

<

',4-3$3,4

"

#

-

b

方法
$

$

$

"

$

E

$

!

$

S

#:#A

无归一化
#:"" #:$> #:$> #:!! #:"!

归一化
#:$@ #:$A #:$! #:"> #:$@

#:$

无归一化+++++++++++++++++++++++

#:"@ #:"% #:"" #:%% #:E@

归一化
#:"M #:"> #:"$ #:!M #:E$

/:8

!

算例
/

分析位置组合
%

#首先考虑载荷条件
$

#误差结

M%



第
"

期 彭凡等%基于加速度反演频域动载荷的一种正则化途径

果如表
A

所示
:

比较表
A

与表
E

可见#

'

!

的误差减

小#而
'

$

的误差有所增加#主要原因是此位置组合

中的
'

!

作用点靠近板中部#从而激发了较强的响

应#而
'

$

相对其余
E

个载荷更靠近边界
:

归一化变

换改善了反求的总体精度#且明显降低了
'

!

的相对

误差
:

表
>

!

对应位置组合
"

和载荷条件
!

的相对误差

0&"1>

!

9):&$3;))%%,%#,53-)4$353'&$3,45,%

6

,#3$3,4

',7"34&$3,4

"

&4-:,&-34

<

',4-3$3,4

!

#

方法
$

$

$

"

$

E

$

!

$

S

#:#A

无归一化
#:$@ #:EE #:A# $:>@ #:>M

归一化
#:$E #:E# #:E! #:>@ #:E>

#:$#

无归一化+++++++++++++++++++++++

#:"" #:EA #:%# $:M% #:%@

归一化
#:$A #:E$ #:!> #:MM #:!A

考虑载荷条件
%

#误差如表
>

所示
:

从总体和个

体来看#

"

种正则化途径所给结果的识别精度接近

相同#原因在于
!

个频域载荷相同#且作用点离边界

较远以及各测点频域相应的强度接近相同
:

同样由

于
'

$

离边界相对最近#故识别误差最大的载荷由

'

!

变成了
'

$

#而归一化处理使得
'

$

的识别误差略

有减小
:

表
?

!

对应位置组合
"

和载荷条件
"

的相对误差

0&"1?

!

9):&$3;))%%,%#,53-)4$353'&$3,45,%

6

,#3$3,4

',7"34&$3,4

"

&4-:,&-34

<

',4-3$3,4

"

#

方法
$

$

$

"

$

E

$

!

$

S

#:#A

无归一化
#:"" #:$> #:$> #:$A #:$%

归一化
#:"# #:$! #:$! #:$! #:$>

#:$#

无归一化+++++++++++++++++++++++

#:!" #:"" #:$M #:"! #:">

归一化
#:E$ #:"# #:$% #:"$ #:""

8

!

结
!

论

在频域中采用归一化变换#将各测点响应和待

求载荷的大小变化调整到相近的范围#构造新的

N0GH'*'1

泛函进行正则化求解
:

利用数值仿真所得

结果可知%

$

"归一化处理能从整体和个体上提高各动载荷

的反演精度
:

"

"当频域动载荷大小相差较明显#或者载荷作

用点靠近边界时#归一化处理使得相应荷载的反求

精度明显改善#抵抗测量噪性干扰的能力增强
:
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