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要!针对当前各种
k@V(*

T

H

算法在生成四边形网格的过程中容易产生残余三角形

这一缺陷%提出了一种带约束的前沿推进算法
;

该方法是一种基于前沿推进思想的
k@V(*

T

H

算法%由当前前沿生成两条侧边和一条顶边%并删除其内部的三角形%从而将三角形网格合

并生成一个四边形网格%并在前沿推进的过程中加入了约束条件%从而可以有效地避免残余

三角形的产生%提高了算法的效率和最终生成网格的质量
;

数值实验表明%该算法能够全自

动生成质量较好的四边形网格
;

关键词!网格生成'四边形网格'

k@V(*

T

H

'前沿推进
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在求解各类工程和科学计算问题上#有限元法

或边界元法(

%̀ #

)已成为最有效的数值分析方法之

一#网格划分是数值分析前处理的重要部分#已成

为当前有限元或边界研究的重要领域
;

四边形网格

既可以直接用于壳分析#也可用于六面体网格的输

入#而且四边形网格在计算精度'计算效率等方面

均优于三角形网格#因此研究四边形网格生成算法

很有必要
;

四边形网格生成算法分为间接法和直接

法
;

其中直接法包括映射法'子域映射法(

D̀ !

)和铺砖

法(

Ò ?

)等#这些算法往往比较复杂或自适应性较差
;
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为了减少四边形网格生成的难度#通常采用间接

法(

&̀ "

)

;\33

等提出的
k@V(*

T

H

算法(

E

)是典型的间

接法#间接法即先生成三角形网格#再将三角形网

格转化为四边形网格#常见的转化技巧有
#

种%分解

法#将
%

个三角形分解为
D

个四边形$合并法#将两

个相邻的三角形合并生成
%

个四边形(

%$

)

;

合并法在

合并操作时会考虑生成四边形网格的质量#因此其

生成的初始网格要优于分解算法
;

合并算法最大的

难题在于最后会留下很多残余三角形#阻碍了全四

边形网格的生成#此时常见的解决办法是用分解算

法#将残余三角形分解为
D

个四边形#再通过拉普拉

斯优化进行局部光顺处理#但是处理过多的残余三

角形#不仅耗时较多#算法效率较低#也会影响最终

生成网格的质量
;

为了减少残余三角形的数量#

\(

(

%%

)尝试设置一些探索性规则来确定三角形网格

的合并顺序$胡向红等(

%$

)在三角形合并的过程中加

入了约束条件#从而避免了残余三角形的产生#但

是该算法生成的网格质量较差
;

基于前沿推进的思

想#

B]3+

等提出了改进的
k@V(*

T

H

算法(

%#̀ %D

)

#该

算法改进
\33

等提出算法中存在较多不规则点的缺

陷#目前这一算法得到广泛的使用#并已集成到大

型的商用有限元软件中
;

该方法可以生成质量较好

的四边形网格#但是在合并的过程中也容易产生残

余三角形
;

针对上述算法的不足#本文提出了一种基于带

约束前沿推进的四边形网格生成方法#该方法以

B]3+

提出的
k@V(*

T

H

算法为基础#以保证在前沿

推进的过程中#生成的四边形质量较好#并且在合

并操作的过程中加入了约束条件#以保证前沿推进

的过程中不会产生残余三角形#该算法能够自动高

效地生成质量较好的四边形网格
;

/

!

算法流程

本文提出的算法是一种间接的四边形网格生

成方法
;

先利用推动波前法生成三角形网格#然后基

于
k@V(*

T

H

算法以及前沿推进的思想#将三角形的

外边界作为初始前沿#从外向里推进#将三角形网

格合并生成四边形网格#其主要步骤如下#流程图

如图
%

所示
;

%

"用推动波前法生成初始三角形网格$

#

"取三角形网格的外边界#将其加入前沿链

表#作为初始前沿$

D

"从链表中选取一条前沿作为当前前沿#将其

作为当前四边形的底边$

!

"在底边的两个端点处生成两条侧边#侧边可

以是已经存在的边#也可以是通过对角交换获取

的边$

O

"通过交换对角线操作获取顶边$

?

"将底边'侧边'顶边生成一个四边形#并删除

里面包含的三角形$

&

"通过局部优化改善四边形网格的质量和周

围三角形网格的质量$

"

"更新前沿
;

图
%

!

算法流程示意图

[1

=

;%

!

[-(]9H,*5(.,-

=

(*15HP

0

!

算法实现

基于前沿推进的
k@V(*

T

H

算法主要包括%生成

侧边'生成顶边'删除四边形内的三角形和局部光

顺等几个主要的步骤!如图
#

所示"

;

01/

!

侧边的生成

下面介绍以
()

为前沿边#生成侧边
(Q

和

):

#步骤如下%

%

"确定当前前沿和相邻前沿的角平分线#如图

D

!

,

"所示的虚线$

#

"计算与前沿结点相连的边与角平分的夹角#

如图
D

!

,

"所示的
*

%

#

*

#

#并取其中的最小值
*

hP1+

!

*

%

#

*

#

"$

D

"根据
*

确定侧边的生成方式#如果
**#

!本

文中
#

取
%

&

?

"则直接以
*

对应的边作为侧边#如图

D

!

K

"所示的
):;

否则#采取交换对角线的方式获取

侧边#如图
D

!

I

"所示的
(Q;

$D
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图
#

!

四边形网格生成过程

[1

=

;#

!

QH3

T

*(9344(.

^

),I*1-,53*,-P34H

=

3+3*,51(+

从侧边的生成过程可以看出#该方式生成的网

格质量相比传统的直接删除一条公共边生成的四

边形网格质量要好
;

当
*

较小时#直接取该边做侧

边#当
*

较大时#则必然存在分居角平分线两侧的

边#此时通过交换对角线得到的新边#则必然与角

平分线的夹角较小#即适合做侧边#因此#此方法总

能找到一条合适的侧边
;

图
D

!

侧边的生成过程

[1

=

;D

!

QH3

=

3+3*,51(+(.41I33I

=

3

010

!

顶边的生成

在以
()

为前沿边#生成侧边
(Q

和
):

以后#

连接
:Q

#

:Q

即为顶边#但是很可能
:Q

并不是三

角形中已经存在的边#此时需要通过交换对角线#

恢复边
:Q;

对于任意的三角网#理论可以证明#可

以通过有限次对角线交换恢复给定的任意一条边#

具体步骤如下%

%

"连接
:Q

#得到所有与
:Q

相交的三角形
;

如

图
!

所示的
=

$

#

=

%

#

=

#

#

=

D

$

#

"由
:

点开始#依次交换
=

$

#

=

%

#

=

#

#

=

D

的对

角线#交换对角线时#如果相邻两个三角形构成的

四边形是凹四边形#则将对角线交换的过程延后至

下一次循环中进行$

D

"当出现
:Q

边时#循环终止#即得到了顶边

:Q

#否则进入步骤
#

"

>

直至恢复了顶边
:Q;

图
!

!

交换对角线得到顶边

[1

=

;!

!

R355(

T

3I

=

3K

6

3J9H,+

=

1+

=

I1,

=

(+,-

013

!

删除内部三角形

生成四边形
():Q

以后#需删除四边形内部的

三角形#本文删除内部三角形的方法也是基于前沿

推进的思想提出来的#具体步骤如下!如图
O

所示"%

%

"将四边形内部的三角形加入前沿链表中$

#

"以当前前沿为基础#搜索与其相邻的三角

%D
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形#删除该三角形#并判断该三角形另外两条边#若

该边为前沿边#则将其从前沿链表中删除#否则将

其加入前沿链表$

D

"当前沿链表为空时#该过程结束#否则进入

步骤
#

"#直至前沿链表为空
;

图
O

!

删除四边形内部的三角形

[1

=

;O

!

A3-3535H31+53*+,-5*1,+

=

-3

01D

!

约束条件

B]3+

提出的
k@V(*

T

H

算法(

%D

)是以前沿推进

的方式生成四边形#但是在前沿推进的过程中#无

法保证待合并的三角形区域是一个单连通域#也就

是说三角形区域可能被前沿分割成几个相互独立

的区域#这就大大增加了产生残余三角形的概率
;

为

了解决此问题#可以在前沿推进的过程中加入约束

条件#以确保待合并的三角形始终是单连通域#从

而避免了残余三角形的产生
;

首先引入几个定义
;

前

沿边%位于四边形区域与三角形区域分界线上的边
;

前沿结点%位于前沿边上的结点
;

在以当前前沿!如

图
?

所示的
()

"生成四边形单元的过程中#可能出

现的所有情况如图
?

所示
;

图
?

!

前沿推进过程中可能出现的
%$

种情况

[1

=

;?

!

Q3+9,434

T

(441K-35((99)*1+5H3

T

*(9344

(.,I2,+91+

=

.*(+5

从图
?

中可以看出#在!

,

"#!

I

"#!

.

"#!

1

"和!

F

"所

示的情形下#三角形区域在前沿
()

生成四边形以

后仍然是一个单连通区域#此时可以以
()

为前沿

生成四边形
():Q

#除此之外#在生成四边形

():Q

后#前沿会将三角形区域分割成多个块#从

而可能会导致残余三角形的形成#此时不能以
()

为前沿生成四边形
():Q;

用
"[*(+57(I3

表示

():Q

中前沿结点的个数#

"[*(+5SI

=

3

表示

():Q

中前沿边的个数#则前沿推进的约束条件可

以归纳如下%

%

"

"[*(+57(I3h#

$

#

"

"[*(+57(I3hD

#

"[*(+5SI

=

3h#

$

D

"

"[*(+57(I3h!

#

"[*(+5SI

=

3

0

#;

因此#只有满足这三个条件之一#才可以生成

四边形
;

此外#除了上述
%$

种情况以外#还有一种特

殊情况#如图
&

所示
;

图
&

!

前沿推进过程中的特殊处理

[1

=

;&

!

8

T

391,-H,+I-1+

=

1+5H3

T

*(9344(.

,I2,+91+

=

.*(+5

在常规的前沿推进的过程中#若出现如图
"

!

,

"

所示的情形时!粗线段为前沿"#以
()

为前沿#在形

成侧边时!如图
"

!

K

"所示"#若
*

%

满足要求#则
)Q

是一条侧边#生成的如图
"

!

K

"所示的四边形

()Q@

#更新前沿后会产生如图
"

!

9

"所示的残余三

角形
):Q;

若在前沿推进的过程中#加入上述约束

条件#则可以避免残余三角形的产生#因为生成图
"

!

K

"所示的四边形
()Q@

时#

"[*(+57(I3h!

#

"[*(+5SI

=

3h#

#不满足约束条件#此时不能生成四

边形#然后循环前沿链表中的下一前沿
):

#对于可

能生成的四边形
):Q@

!如图
E

!

,

"所示"#

"[*(+5@

7(I3h!

#

"[*(+5SI

=

3hD

#满足约束条件#则可生成

四边形单元#更新前沿后如图
E

!

9

"所示#同理#再以

@5

为前沿时生成四边形
@5()

#更新前沿后如图
E

!

I

"所示#显而易见#经过了带约束的前沿推进操

作#生成了四边形
():Q

和
@5()

后#三角形区域

仍是一个单连通域#没有残余三角形的产生
;

从图
E

可以看出#带约束条件的前沿推进不会产生残余三

角形#从而避免了处理残余三角形这一复杂程序带

来的时间消耗#以保证生产高质量的全四边形网

格#提高了算法效率和网格质量
;

#D
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!!!

!

,

"

()

为当前前沿
!!!!!!!

!

K

"

()

前沿生成四边形
!!!!!!!!

!

9

"前沿更新

图
"

!

常规的前沿推进

[1

=

;"

!

R3+3*,-.*(+5,I2,+91+

=T

*(9344

!!!

!

,

"初始前沿
!!!!!

!

K

"

):

前沿生成四边形
!!!!!

!

9

"

)@

前沿生成四边形
!!!!!

!

I

"前沿更新

图
E

!

带约束条件的前沿推进

[1

=

;E

!

[*(+5,I2,+91+

=T

*(9344]15H9(+45*,1+59(+I151(+

3

!

数值算例

本文采用几何准则对生成的网格质量进行评

价
;

如图
%$

所示的四边形
():Q

#连接其对角线

(:

#

)Q

#得到
():

#

()Q

#

:Q)

#

:Q(

等
!

个三角

形#先计算这
!

个三角形的质量因子#然后根据这
!

个三角形的质量因子#得到四边形
():Q

的质量

因子
;

图
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四边形网格的质量因子
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其中三角形的质量因子
*

(

E

)定义如下%
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的意义就是三角形的面积与边长的平方和之

比#

$

3**

%

#

*

越大表示质量越好
;

令
!

个三角形
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#假设
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#则四边形
():Q

的质

量因子
,

(

%!

)定义如下%
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其中
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越大表示网格质量越好
;

为了说明本文提出算法的优越性#下面给出一

个带小孔的平板的算例!因为对称性#在分析时取

其
%

&

!

即可"

;

并和
B]3+

的算法(

%D

)以及胡向红等人

的算法(

%$

)进行对比#如图
%%

所示
;
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B]3+

的算法(
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)

!!!!!!!!!

!

K

"胡向红等人的算法(
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"本文的算法

图
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种方法的网格划分示意图
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从图
%%

和表
%

中可以看出%

B]3+

的算法(

%D

)生

成的四边形网格质量较好#但是有残余三角形的存

在
;

胡向红等人的算法(

%$

)生成的网格没有残余三角

形#但是网格质量较差
;

本文提出的算法可以有效地

解决上述两种算法的不足#生成高质量的全四边形

网格
;

下面给出一个复杂多连通域实体的表面网格

划分!如图
%#

所示"

;

表
/

!

网格质量数据

5'#6/
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采用算法 三角形个数 最小
,

值
,

均值

文献(
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! $>#%O $>"!&

文献(
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)

$ $>%E& $>!&#

本文
$ $>#D! $>"OO

图
%#

!

复杂实体的网格划分
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从图
%#

中可以看出#对于复杂的多连通域#本

文的算法也可以生成高质量的四边形网格#从而进

一步说明该算法的可行性
;

D

!

结
!

论

本文提出的算法是一种间接的四边形网格生

成方法#该方法基于前沿推进的思想#在单个前沿

推进的过程中#取合适侧边和顶边#控制当前前沿

生成的网格质量#并在推进的过程中加入约束条

件#避免了残余三角形的产生#数值算例表明该算

法能够生成质量较好的四边形网格
;

相对于常规的

前沿推进算法#本文方法可以有效避免残余三角形

的产生#提高了算法的效率和网格生成的质量
;

相对

于胡向红的区域生长算法(

%$

)

#本文方法可以有效控

制当前四边形的质量#从而使最终生成的网格质量

有显著的提高
;
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