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地下水污染监测井优化设计及污染源识别
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（1.中国矿业大学 环境与测绘学院，江苏 徐州 221116；2.中国矿业大学 数学学院，江苏 徐州 221116；

3.徐州市城区水资源管理处，江苏 徐州 221018）

摘 要:在地下水污染源识别过程中，针对监测井监测值信息量不充分或监测值与模型

参数关联性较弱的问题，提出一种基于贝叶斯公式与信息熵的监测井优化方法.构建二维地
下水溶质运移模型，并运用 GMS软件进行数值求解.为减少监测井优化设计及污染源识别过
程中反复调用数值模型的计算负荷，采用克里金法建立数值模型的替代模型.以信息熵作为
优化指标，筛选出不同监测类型的最优监测方案，并以监测成本和反演精度为参考因素，选

定相应监测方案，最后运用差分进化自适应Metropolis算法进行污染源识别.算例研究表明:
7口监测井的克里金替代模型的决定系数均大于 0.98，可较好地替代原数值模型.基于监测
成本最小的方案 1（3号单井），其信息熵为 12.772；兼顾监测成本和反演精度的方案 2（井
（2，3）组合），其信息熵为 9.723；基于反演精度较高的方案 3（3井（2，3，5）组合），其信息熵为
9.377.方案 1到方案 3参数后验分布范围及标准差均逐渐减小，验证了信息熵是参数后验分
布不确定性的有效量度.
关键词：监测井优化；污染源识别；贝叶斯方法；信息熵；最优拉丁超立方抽样；差分进化
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Optimization Design of Groundwater Pollution Monitoring
Wells and Identification of Contamination Source
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Abstract: In the process of identifying groundwater pollution sources，a monitoring well optimization method
based on Bayesian formula and information entropy is proposed for the problem that the monitoring value of monitor原
ing wells is insufficient or the correlation between monitoring values and model parameters is weak. The two-dimen原
sional groundwater contaminant transport model was numerically solved by GMS software. To reduce the computa原
tional load of the numerical model repeatedly in the optimization design of the monitoring wells and the identification



地下水污染具有隐蔽性、发现滞后性及修复难

度大、费用高的特点，能否准确地得到污染源的相

关信息，对于地下水污染的治理具有重要的现实意

义. 地下水污染源识别反问题是指通过建立地下水
溶质运移模型，利用监测井处的污染物浓度监测值

反求污染源位置、污染源释放强度及释放时间等信

息.由于建设监测井成本高昂，且存在监测数据包
含的信息量不充分或者监测值和未知参数的关联

性较弱的问题，需要对现有监测方案进行优化设计.
通常以信噪比（Signal-noise Ratio，SNR）[1]，基于贝叶
斯公式的相对熵[2-3]作为监测井方案信息量的量度
指标. 信噪比仅考虑监测误差对监测数据的干扰影
响，相对熵未考虑参数先验分布对后验分布的影响.
为此引入信息熵概念 [4]，信息熵是信息不确定性的
度量，不确定性越大，信息熵越大.

地下水污染源识别的求解方法主要包括贝叶

斯统计方法[5-6]、地质统计学方法[7]，微分进化算法[8]、
遗传算法[9]和模拟退火算法 [10]等.其中，贝叶斯统计
方法应用较为广泛，在运用该方法对模型参数进行

反演识别时，经常需要求解参数的后验估计值或者

后验分布，在参数维数不是特别高时可以采用数值

积分或者正态近似的方法求解[11].但是，随着参数维
数的增加，数值积分算法的计算量将呈指数增长，

求解过程复杂而且难度较大，往往需要借助独立抽

样的蒙特卡罗方法（Monte Carlo方法，简称 MC方
法）[12]进行近似求解，其中马尔科夫链蒙特卡罗方法

（Markov chain Monte Carlo方法，简称MCMC方法）[13-18]

作为一种经典抽样方法得到广泛应用.近些年，比
较流行MCMC算法主要包括经典Metropolis算法[13-14]、
延迟拒绝算法（delayed rejection，DR）[15-16]，自适应
Metropolis算法（AM）[17]，延迟拒绝自适应 Metropolis
算法（DRAM）[18]等.但是这些算法均是单链 MCMC
算法，容易出现反演结果不收敛，或者局部最优的

问题.多链 MCMC算法适用于参数维度高，有多个
局部最优值点，搜索量大的参数空间，能够更好地

解决 Markov chain 局部收敛的问题 [19].常用多链
MCMC算法有 DE-MC 算法（Differential Evolution
Markov Chain）[20]，DREAM算法（Differential Evolution
Adaptive Metropolis）[21] 等. DREAM算法是 DE-MC
算法的改进版本，相比于 DE-MC算法，DREAM算
法采用自适应随机子空间采样技术及能够自适应

调整的交叉概率，并且运用 IQR统计方法去除无用
链，这几个方面提高了 DREAM算法的搜索效率和
解的精度[21].

此外在监测井优化设计及污染源识别过程中

需要多次调用地下水溶质运移数值模型，计算代价

非常高，而替代模型的应用能够有效地减少计算量.
常用替代模型方法有多项式回归法[22]，径向基函数
法[23-24]，人工神经网络法[25]，Kriging法[26-28]等，其中克
里金法（Kriging）作为多项式回归分析的一种改进方
法，包含多项式和随机过程两部分，同时具有局部

和全局的统计特性，是一种监督式学习算法.而且

process of the pollution source, the Kriging method was used to establish the surrogate model of the numerical model.
As an optimization index, the optimal monitoring schemes of different monitoring types were selected, and the moni原
toring cost and inversion accuracy were taken as reference factors for the corresponding monitoring schemes. Then,
the differential evolution adaptive Metropolis algorithm was used to identify the pollution source. The case study re原
sults show that: The determination coefficient of the Kriging surrogate models of the 7 monitoring wells was greater
than 0.98, which indicated that the Kriging surrogate models can well replace the original numerical model. The
scheme 1（single well No. 3）based on the lowest monitoring cost has an information entropy of 12.772；The scheme 2
（the combination of well No.2 and No.3）taking the monitoring cost and inversion accuracy into account has an in原
formation entropy of 9.723；The scheme 3（the combination of well No.2，3 and 5）with higher inversion precision has
an information entropy of 9.377. Both the posterior distribution ranges and the standard deviation of model parame原
ters from scheme 1 to scheme 3 were gradually reduced, which verifies that the information entropy is an effective
measure of the uncertainty of the posterior distribution of the parameters.

Key words: monitoring well optimization；contamination source identification；Bayesian approach；information
entropy；optimal Latin hypercube sampling；differential evolution adaptive Metropolis algorithm；Kriging

121



在 MATLAB软件中可用专门的 DACE工具箱 [29]建
立Kriging替代模型，方便实用，因此得到广泛应用.
综合上述研究进展，本文建立二维地下水溶质

运移数值模型，在确定初始监测时刻，监测间隔时

间及监测次数条件下利用最优拉丁超立方抽样方

法及 Kriging法建立数值模型的替代模型，以信息熵
为评价指标分别计算不同监测类型下的最优监测

井方案，并筛选出兼顾监测成本与监测精度的监测

方案，然后以筛选出的监测方案运用 DREAM算法
进行污染源识别，为地下水污染源识别及监测方案

优化研究提供借鉴.

1 研究方法

1.1 贝叶斯公式
贝叶斯公式如下：

p（琢|d）= p（d|琢）p（琢）
p（d） 邑p（d|琢）p（琢） （1）

式中：琢为模型的未知参数；d为实测数据；p（琢|d）为
参数的后验概率密度函数；p（琢）为参数的先验概
率密度函数；p（d|琢）为条件概率密度函数；p（d）=
乙 p（d|琢）p（琢）d琢为归一化的积分常数，同时也称其
为监测数据 d出现的概率.

假设模型中未知参数共有 m个，则 琢 =（琢1，琢2，
…，琢m）. 水文地质模型中的参数都分布在一个特定
的范围内，可以认为每个参数都服从均匀分布，且

琢1，琢2，…，琢m相互独立.模型参数 琢i的先验概率密度

函数可定义为：

p（琢i）=
2

Bi - A i
，琢i沂[A i，Bi]

0， 其他

扇

墒

设设设设缮设设设设
（2）

则总的先验分布 p（琢）可表示为：

p（琢）=
m

i = 1
仪 p（琢i） （3）

假设模型中监测值记为 d =（d1，d2，…，dn）. d表
示监测数据，F（琢）表示参数 琢模型的计算值，则 着 =
d - F（琢）为整体误差.假设整体误差 着 =（着1，着2，…，
着n）均值为 0（即 E（着）=0），服从 n维正态分布，且 着1，
着2，…，着n相互独立，则整体误差 着 = d - F（琢）条件概
率密度函数 p（d|琢）可表示如下：

p（d|琢）= 1
（2仔）n / 2 C（着） 1/2 伊

exp - 12（d-F（琢））TC（着）-1（d-F（琢））嗓 瑟 （4）

式中:协方差矩阵 C（着）=
滓12 0 … 0
0 滓22 … 0

0 0 … 滓n
2

杉

删

山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

；C（着）

表示矩阵 C（着）的行列式；C（着）-1表示矩阵 C（着）的
逆矩阵；滓i跃 0（i = 1，2，…，n）.

联合式（1）（2）（3）（4），可得 琢的后验概率密度
函数 p（琢|d）为：

p（琢|d）=
m

i = 1
仪 p（琢i）

p（d）（2仔）n / 2 C（着） 1/2 伊
exp - 12（d-F（琢））TC（着）-1（d-F（琢））嗓 瑟=
姿exp - 12（d-F（琢））TC（着）-1（d-F（琢））嗓 瑟

（5）

式中:姿 =

m

i = 1
仪 p（琢i）

p（d）（2仔）n / 2 C（着） 1/2 是一固定值，与参数

琢的选取无关.
在实测数据 d固定的条件下，式（5）是关于参

数 琢的函数. 通过积分求解参数 琢的后验分布很难
得出显式表达式，本研究采用 MCMC（Markov Chain
Monte Carlo）算法[21]对式（5）的后验分布进行求解.
1.2 基于贝叶斯公式与信息熵的监测井优化设计

监测方案 Monitoring Proposal（MP）的优化设计
主要包括对监测井的数量、位置以及监测频率的优

化.假设初始监测时间为 t1（固定值），由监测方案 MP
所得监测值仍记为 d，此时贝叶斯公式可以改写成：

p（琢|d，MP）= p（琢|MP）p（d|琢，MP）乙 p（琢|MP）p（d|琢，MP）d琢
（6）

由于参数的先验分布 p（琢|MP）表示对未知参数
的初步认识，不受监测设计方案 MP的影响，即 p（琢|
MP）= p（琢），式（6）变为：

p（琢|d，MP）= p（琢）p（d|琢，MP）乙 p（琢）p（d|琢，MP）d琢
（7）

归一化常数 乙 p（琢）p（d|琢，MP）d琢表示由监测设
计方案MP所得监测数据 d出现的概率，可简记为
p（d|MP），即

p（d|MP）= 乙 p（琢）p（d|琢，MP）d琢 （8）
设一维连续型随机变量 专的概率密度函数为

f（兹），专在区间[a，b]上信息熵[4]定义如下：
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H（专）= - b

a乙 f（兹）ln f（兹）d兹 （9）
运用污染物浓度监测值 d反演未知参数 琢，琢

后验概率密度函数 p（琢|d，MP），琢的后验分布的信息
熵类似定义如下：

H（MP，d）= - 乙 p（琢|d，MP）ln p（琢|d，MP）d琢
（10）

式（10）左端项含有监测值 d，但在进行监测井
方案设计时，并未真正得到 d，可认为监测值 d是随
机变量，其概率密度函数为 p（d|MP）.为了得到一个
仅包含监测方案 MP 的函数，对式（10）两侧乘以
p（d|MP），再对 d 积分，求出信息熵 H（MP，d）的期
望为:
E（H（MP，d））=

- 乙 [ 乙 p（琢|d，MP）ln p（琢|d，MP）d琢] p（d|MP）dd=

- 蓦 p（琢|d，MP）p（d|MP）ln p（琢|d，MP）d琢dd

（11）
式（11）中 E（H（MP，d）只受到监测方案 MP 的

影响，可简记为 E（MP）.通过求解 E（MP）的最小值，
就可以获得最优监测井设计方案 MP*. 根据信息熵
概念，利用由 MP*获得的污染物浓度监测值 d*反演
未知参数 琢，此时 琢后验分布的信息熵最小，表示 琢
的不确定性也最小，反演效果最优.
式（11）的求解算法较为复杂，难以得出显示表

达式，本文运用文献[2]中蒙特卡罗方法近似求解.
首先利用式（7）对式（11）改写如下：

E（MP）=- 蓦 p（d|琢，MP）p（琢）ln p（琢）d琢dd-

蓦 p（d|琢，MP）p（琢）[ln p（d|琢，MP）-ln p（d|MP）]d琢dd

（12）
先验分布 p（琢）由式（2）（3）给定，故式（12）中 琢

的先验分布信息熵

- 蓦 p（d|琢，MP）p（琢）ln p（琢）d琢dd = -ln p（琢）

可知 琢先验范围越大，琢的先验分布信息熵越
大，琢的不确定性越大.在先验概率分布 p（琢）不变
时，-ln p（琢）保持不变，因此，要得到 E（MP）的最
小值，只需计算- 蓦 p（d|琢，MP）p（琢）[ln p（d|琢，MP）-

ln p（d|MP）]d琢dd的最小值.为叙述方便，记
U（MP）=- 蓦 p（d|琢，MP）p（琢）[ln p（d|琢，MP）-

ln p（d|MP）]d琢dd （13）
据文献[2]，U（MP）臆0，因此由信息熵概念和式

（12）可知在贝叶斯公式中监测值 d的使用降低了
参数 琢的不确定性.
运用蒙特卡罗方法求解式（13）：
U（MP）抑- 1

装

装

i = 1
移[ln p（di|琢i，MP）-ln p（di|MP）]

（14）
其中，首先从未知参数 琢先验分布 p（琢）中随机

采集 装个样本，记为 琢i（i = 1，2，…，装）；对于每一个
i沂装，根据式（4）从条件概率密度函数 p（d|琢i，MP）
中随机采集 1个样本 di，共得到 装个；将每组 琢i 和

di 代入式（4）得到式（14）中 p（di|琢i，MP）.由式（8）可
知式（14）中 p（di|MP）= 乙 p（琢）p（di|琢，MP）d琢，仍采
用蒙特卡罗方法求此积分，故

p（di|MP）抑- 1
装

装

j = 1
移p（di|琢i，MP） （15）

因此，只要监测设计方案 MP固定，通过式（12）
（14）（15）就可以得到此种监测方案的信息熵近似值.
1.3 DREAM算法
1.3.1 DREAM算法具体步骤

DREAM算法[21]是在 DE-MC算法[20]的基础上提
出的. DREAM算法步骤如下:

1）在模型未知参数 琢先验范围内随机产生 NP

个初始样本 X i（t）=（X i，1（t），X i，2（t），…，X i，m（t））T（i=
1，2，…，NP，t=0），作为 NP条马尔科夫链的起始点.

2）针对第 i（i = 1，2，…，NP）条马尔科夫链，运用

DE方法产生参数的变异样本 Zj（t）.
Zi（t）= X i（t）+（I + e）酌（啄，d忆）伊

啄

j = 1
移Xr1（k）（t）-

啄

k = 1
移Xr2（n）（t）蓸 蔀+着 （16）

式中: I表示 m阶单位矩阵；e表示 m阶方阵，其对
角线上元素服从均匀分布 U（-b，b），b 为自定义的
极小值；啄表示用于产生候选样本的平行链数的二
分之一，r1（j），r2（k）沂{1，2，…，NP}为随机选取的平
行链编号，且当 j，k = 1，2，…，啄时，r1（j）屹r2（k）屹i；
酌（啄，d忆）为比例因子；着表示 m维向量，其 m个元素
均服从正态分布 N（0，b*），b*为自定义的极小值.

3）引入交叉概率 Cr，交叉混合 X i（t）和 Zi（t）得
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到候选样本 V i如下:
对坌i沂{1，2，…，NP}，当 j = 1时，令 d忆 = d；对 j

= 1，2，…，m，有
X i，j（t）= X i，j（t） if U臆1 - Cr，d忆 = d忆 - 1

Zi，j（t） 其他嗓 （17）
其中 0臆Cr臆1，U是区间[0，1]上的随机数.

4）产生区间 [0，1]上随机数 u；计算接受概率

min 1，p（V i（t）|d
p（X i（t）|d嗓 瑟；其中 p（V i（t）|d）与 p（X i（t）|d）由

式（5）计算得到.如果 u约min 1，p（V i（t）|d
p（X i（t）|d嗓 瑟，接受 V i

（t），即 X i（t+1）= V i（t）；否则，拒绝 V i（t），即 X i（t+1）
= X i（t）.

5）根据 IQR统计方法[21]去除无用链.
6）判断收敛性.如果马尔科夫链满足 Gelman-

Rubin收敛准则[30]，若满足条件则计算终止，否则继
续进化平行序列.

根据文献[21]，为了确保平行序列样本的多样
性和提高收敛速度，建议 啄取为集合{1，2，…，n啄}中
的随机数，其中 n啄臆（NP - 1）/2；建议 酌（啄，d忆）= 2.38/

2啄d忆姨 ，且当进化代数 t/5 为整数时，令 酌（啄，d忆）=
1.0；建议 0臆Cr臆1，集合{1，2，3}中的随机数记为
nCr，取 Cr = 1/nCr .
1.3.2 DREAM算法的收敛性判断

本文采用 Gelman-Rubin 收敛诊断方法 [30]对
DREAM算法后 50%采样过程的收敛性进行判断，
判断指标为：

R̂ j = g - 1
g + q + 1

q ·Bj
W j姨 （18）

式中:R̂ j（j = 1，2，…，m）表示第 j 个参数判断指标；g
表示多链 DRAM 算法中马尔科夫链长度的 1/2；q
表示用于评价的马尔科夫链条数；Bj 表示第 j 个参
数的 q 条马尔科夫链后 50%样本的平均值的方差；
W j 表示第 j 个参数的 q 条马尔科夫链后 50%样本
的方差的平均值.

当R̂ j约1.2时，表示马尔科夫链已经收敛；当R̂ j逸
1.2时，表示马尔科夫链未收敛.
1.4 最优拉丁超立方抽样方法和Kriging替代模型
1.4.1 最优拉丁超立方抽样方法

拉丁超立方抽样是一种多维分层随机抽样方

法，但抽样结果有很大地随机性，每一次抽样得到

的结果差别很大. 假设要在 m维参数 琢取值范围
[0，1]m内运用拉丁超立方抽样方法抽取 q 组样本，q
组样本数据用矩阵 椎qm表示；符合要求的矩阵椎qm

共有（q!）m种，总共可以得到（q!）m种拉丁超立方抽

样方案，（q! ）m种抽样方案 椎qm组成的集合记为 撰.
这些抽样方案对整个抽样空间的覆盖填充程度有

很大地差异[28].本文运用中心化 L2 偏差[31]作为优化
指标寻求覆盖填充程度最优的抽样方案，中心化 L2
偏差表达式如下：

CL2（椎qm）= 1312蓸 蔀 m

- 2
q

q

k = 1
移 m

i = 1
仪 1+ 12 准ki- 12 - 12 准ki- 12

2蓸 蔀+
1
q 2

q

k = 1
移 q

l = 1
移 m

i = 1
仪 1+ 12 准ki- 12 + 12 准li- 12 - 12 准ki-准li蓸 蔀

式中：m为参数 琢的维数；q 为拉丁超立方抽样方案
抽取样本数；准ki 为矩阵 椎qm中第 k 行 i 列元素；准li

表示矩阵椎qm中第 l行 i列元素.
求解min

椎qm沂A CL2（椎qm）即可得到最优拉丁超立方

抽样.

椎qm
* =

准11* 准12* … 准1m
*

准21* 准22* … 准2m
*

准q1* 准q2* … 准qm
*

杉

删

山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

假设要在 m维模型参数 琢先验范围 [A i，Bi]（i =
1，2，…，m）内抽取 q 组最优拉丁超立方样本，样本
矩阵形式如下:

专=
A 1+（B1-A 1）准11* A 2+（B2-A 2）准12* … A m+（Bm-A m）准1m

*

A 1+（B1-A 1）准21* A 2+（B2-A 2）准22* … A m+（Bm-A m）准2m
*

A 1+（B1-A 1）准q1* A 2+（B2-A 2）准q2* … A m+（Bm-A m）准qm
*

杉

删

山山山山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

1.4.2 Kriging替代模型
Kriging 法 [26]是由 Matheron等人发明的一种优

化插值方法，其具体工作原理可查阅文献[27]，基本
步骤如下:

Kriging替代模型响应值 y 与自变量 k之间的
关系可用下式表示:y（k）= f TB + Z，式中 k沂IRmk（mk

表示自变量 k 维数），f（k）=（f1（k），f2（k），…，fp（k））T，
其中 fi（·）（i = 1，2，…，p）表示事先确定的多项式函
数，常常是 0阶，1阶或者 2阶多项式；茁 =（茁1，茁2，
…，茁p）T为待定参数；Z为误差随机变量，E（Z）= 0，
Var（E）= 滓2.

给定训练样本集 k =（k1，k2，…，knk）T及响应集Y
=（y1，y2，…，y nk）T，其中 ki 沂IR mk ，yi 沂IR.令 F =
[Fij]nk 伊 p = [ f（k1） f（k2）… f（k nk）]T，R = [R（ki，kj）]nk 伊 nk，
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R（ki，kj）为任意两个训练样本点 ki，kj 之间的空间相

关函数，本文采用 Gauss 型相关函数：R（ki，kj）=
exp -

mk

k = 1
移兹k（kk

i - kk
j）2蓘 蓡（i，j =1，2，…，nk），其中 kk

i、kk
j

分别表示训练样本点 ki、kj的第 k 个分量，兹k（k =1，
2，…，mk）为待定参数.
任意一个预测点 knew的估计响应值为ŷ（knew）=

f（knew）T茁* + r（knew）TR-1（Y - F茁*），式中运用最优线性
无偏估计可以得到待定参数 茁* =（FTR-1F）-1F TR-1Y；
令 r（knew）= [ R（knew，k1），R（knew，k2），…，R（knew，knk）]T，
r（knew）表示预测点 knew 与训练样本点之间的相关
向量；待定参数 兹k 根据极大似然估计给出，即选

取满足 兹k跃0max -nk2 ln（滓2）- 12 ln R蓘 蓡的，其中 滓2 =
（Y - FT茁*）TR-1（Y - FT茁*）

nk
.

2002年，Lophaven S N等人[29]基于 Matlab平台
创建了 DACE工具箱，用于生成 Kriging替代模型，
本文中 Kriging替代模型的建立就是基于此工具箱.

2 算例应用

2.1 模型建立及问题概述
2.1.1 模型建立

假定研究区域为矩形区域，长 1 000 m，宽 600
m，含水层为厚度 35 m的砂质潜水含水层（水文地
质参数见表 1），西部边界 祝1与东部边界 祝3为给定
水头边界，其中东部水头为 25 m，西部水头为 30 m，
北部边界 祝2与南部边界 祝4为隔水边界. 天然状态
下地下水流为自西向东流动的二维均质各向同性

的非承压稳定流.
表 1 研究区域已知水文地质参数

Tab.1 Known hydrological parameters in the studied area
纵向

弥散度

D琢x /m

横向

弥散度

D琢y /m
渗透系数

K/（m·d-1）

有效

孔隙

度 n

给水

度 滋

含水

层水位

H/m

含水层

底板高

程 B/m
20 5 20 0.22 0.20 35 0

研究区内共有 7眼监测井，地下水水质背景值
较好，含水层污染物的初始浓度为零，某日研究区

下游发现污染物 X，初步断定污染源 S在上游的某
一区域范围（先验范围）内，且在某时间段内以注水

井的形式（200 m3/d）持续恒定地向含水层中排放污
染物.研究区平面示意图如图 1所示.

1 000 m

污染源先验范围
图例

浓度观测井 污染源样本 隔水边界 水头边界

1

7

65

4
3

2

图 1 算例模型示意图
Fig.1 Sketch of example model

以西南角为坐标原点建立坐标系，根据研究区

水文地质条件，建立地下水水流数值模型：

坠
坠x [K（H-B）坠H坠x ]+ 坠

坠y [K（H-B）坠H坠y ]+w=滋 坠H坠t
（x，y）沂S，t逸0

H（x，y，t）|t = 0 = H0（x，y） （x，y）沂S，t=0
H（x，y，t）|祝1，祝3 = H1（x，y，t）（x，y）沂祝1，祝3，t逸0
Kn（H-B）坠H

坠n寅 |祝2，祝4 = 0 （x，y）沂祝2，祝4，t逸0

扇

墒

设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设

式中：K为含水层渗透系数，m/d；H为潜水含水层水
位，m；B为潜水含水层底板高程，m；w为源汇项；滋
为含水层给水度，无量纲；S为模拟区范围；H0（x，y）
为初始水位，m；H1 为一类边界上的已知水头，m；
祝1，祝3为给定水头边界；祝2，祝4为零流量边界；Kn 为

边界法向量上的渗透系数，m/d；n寅为二类边界的外
法线方向.
在地下水流数值模型基础上，可建立地下水溶

质运移数值模型，模拟区各边界可概化为:祝1为零浓
度边界，祝3为对流弥散通量边界，祝2、祝4视为零弥散
通量边界.则研究区地下水的溶质运移模型为：

n 坠c坠t = 坠
坠x（nDx

坠c
坠x ）+ 坠

坠y（nDy
坠c
坠y ）- 坠

坠x（vx c）-
坠
坠y（vy c）+CinjQinj （x，y）沂S，t逸0

c（x，y，t）|t = 0 = 0 （x，y）沂S，t=0
c（x，y，t）|祝1 = 0 （x，y）沂祝1，t跃0
D 坠c
坠n寅 |祝2，祝4 = 0 （x，y）沂祝2，祝4，t跃0

（-nDx
坠c
坠x +cvx|祝2 = f（x，y，t）（x，y）沂祝3，t跃0

扇

墒

设设设设设设设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设设设设设设设

式中：Dx、Dy分别为水动力弥散系数在 x、y方向上的
分量，m2/d；vx、vy分别为 x、y方向上地下水的渗流速
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度，m/d；n为含水层介质的孔隙度，无量纲；c 为污染
物质量浓度，mg/L；Qinj 为向含水层的注入液体量，
m3/d；Cinj 为随液体进入含水层的污染物质量浓度，
mg/L；f（x，y，t）表示仅在水动力弥散作用下，单位时
间通过实际过水断面单位面积的溶质质量.

建立的地下水水流及溶质运移模型运用 GMS
软件中的 MODFLOW和 MT3DMS模块进行计算求
解.为保证每个网格中心对应一个潜在污染源（污
染源样本）的位置，将研究区域剖分为 150行 200
列的正方形有限差分网格，基本单元格边长为 4 m.
2.1.2 问题概述

针对潜在的污染源范围，要求在现有 7眼监测
井的基础上，制定优化的监测井方案，以此进行污

染源的识别（包括污染源的位置，污染物投放和结

束时间，以及污染物的投放质量浓度），即求解污染

源未知参数 琢 =（Xs，Y s，T1，T2，Cs），其中（Xs，Y s）为污
染源位置，m；T1、T2 分别为污染源开始排放和结束
排放的时间，d；Cs是注入污染物的质量浓度，mg/L.
表 2为 7眼监测井的坐标位置.

表 2 7眼监测井的坐标位置
Tab.2 The coordinate positions of 7 monitoring wells

序号 坐标

1 （348.5，424.9）
2 （418.4，251.7）
3 （503.9，346.1）
4 （600.4，237.3）
5 （585.2，505.3）
6 （815.6，455.8）
7 （755.8，286.1）

以未发生污染某确定时刻作为初始时间，此时 t=
0. 要求从第 750 d至第 900 d内完成污染源识别任
务（期间每 10 d进行一次监测，每眼井共监测 16
次），假设上述 5个参数的先验分布为均匀分布 琢 =
（Xs，Y s，T1，T2，Cs），5 个待求参数的先验范围分别
如下:

60 m臆Xs臆220 m，240 m臆Y s臆400 m，8 d臆T1臆
12 d，18 d臆T2臆22 d，2 800 mg/L臆Cs臆3 300 mg/L.
2.2 Kriging替代模型的建立

1）运用最优拉丁超立方抽样方法从污染源未
知参数 琢的先验范围内抽得均匀分布的 100组参
数作为 Kriging 替代模型训练输入值（此时 CL2
（椎100，5）=0.002 462），如表 3所示.

表 3 从待求参数的先验分布中得到 100组训练输入数据
Tab.3 100 sets of training input data obtained

from the prior distribution

序号 Xs Y s T1 T2 Cs

1 106.21 361.1 9.0344 21.461 2 918.8
2 192.44 399.55 11.377 19.595 3 056.8
3 174.86 310.88 10.952 18.533 3 183.7
4 167.33 300.34 8.051 7 18.001 3 152.8
5 209.20 278.73 11.830 18.461 3 072.0
6 65.497 281.98 9.496 7 19.773 3 118.8
7 211.57 287.51 8.697 1 20.216 2 914.2
8 145.15 244.03 9.264 4 18.768 2 816.7
9 63.006 292.82 9.386 0 18.289 3 128.3
10 94.898 372.43 8.261 0 19.945 2 931.1

100 82.607 388.8 8.239 20.773 3 019.9

2）分别对 7眼监测井建立 Kriging替代模型.将
表 3中 100组参数分别代入 GMS软件中，得到 7眼
监测井不同监测时间点的污染物浓度值，作为

Kriging替代模型输出值. 将 100组输入值与输出值
作为训练样本代入 MATLAB软件，利用 DACE工具
箱对各监测井的 Kriging替代模型进行训练.

在未知参数的先验范围内运用拉丁超立方抽

样方法重新得到 10组参数作为检验样本的输入值
（表 4），再次代入 GMS软件中，得到 7眼监测井不
表 4 从待求参数的先验分布中得到 10组检验输入数据

Tab.4 10 sets of testing input data obtained
from the prior distribution

序号 Xs Y s T1 T2 Cs

1 130.45 335.27 11.48 21.513 3 200.4
2 71.545 386.01 10.945 20.959 3 109.5
3 191.75 349.01 9.323 4 21.938 2 986.3
4 174.211 4 293.623 3 11.921 18.165 3 095.5
5 151.16 379.6 8.652 8 18.678 3 045.7
6 106.86 276.58 9.068 7 19.006 2 870.5
7 206.3 258.9 9.924 3 20.254 3 278.7
8 85.136 316.25 8.304 4 19.443 3 168.5
9 179.27 361.59 10.255 19.945 2 834.2
10 121.09 254.18 10.608 20.8 2 925.4
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同监测时间点的污染物质量浓度值，作为检验样本

的输出值，记为 yi，out，yi，out = （yi，1，yi，1，…，yi，160），i =
1，2，…，7，表示 i号监测井.将 10组检验样本的输
入值代入到替代模型中，得到替代模型输出值，记

为ŷi，out，ŷi，out =（ŷi，1，ŷi，2，…，ŷi，160），i = 1，2，…，7，表示 i
号监测井.
以 7号监测井为例，以检验样本的输出值作为

横坐标，替代模型的输出值作为纵坐标，绘制替代

模型输出值与检验样本输出值的对比图（图 2）.由
图 2可知，数据散点均集中分布于 y = x直线上，表
明替代模型可较好地对数值模型进行替代.

12
10
8
6
4
2
00 2 4 6 8 10 12

R2 = 0.9979

y7，out

图 2 Kriging替代模型与数值模型输出结果对比
Fig.2 Output comparision between Kriging surrogate

model and numerical model

为进一步检验替代模型的精度，分别运用决定

系数，平均绝对误差及均方根误差 3个指标对 7眼
监测井的替代模型进行检验评价，结果如表 5所示.

淤决定系数：R 2
i = 1-

160

j = 1
移（yi，j - ŷi，j）2

160

j = 1
移（yi，j - yi）2

，i=1，2，…，7.

其中yi =
160

j = 1
移yi，j /160表示数值模型输出的均值.

于平均绝对误差:
MAEi =

210

j = 1
移 yi，j - ŷi，j /210，i=1，2，…，7.

盂均方根误差
RMSEi =

160

j = 1
移（yi，j - ŷi，j）2/（160-1）姨 ，i=1，2，…，7.

表 5 7眼监测井 Kriging替代模型的
决定系数及平均绝对误差

Tab.5 The determination coefficient and average absolute
errors of Kriging surrogate models of the 7 monitoring wells

井号 i 决定系数 平均绝对误差 均方根误差

1 0.995 3 0.19 0.29
2 0.998 1 0.19 0.24
3 0.997 2 0.23 0.33
4 0.997 6 0.22 0.30
5 0.984 8 0.03 0.03
6 0.996 7 0.01 0.02
7 0.997 9 0.08 0.11

由表 5数据可知，Kriging替代模型预测精度较
高，且 7眼备选监测井平均绝对误差的平均值为
0.14，平均决定系数 R2 = 0.996 8.在参数反演及监测
井优化问题中，由于运用 Kriging替代模型，整体误
差包括替代模型误差及测量误差.假设第 i（i=1，2，
…，7）眼备选监测井的 Kriging替代模型误差 着i忆满
足正态分布 N（0，（滓i忆）2），且均值 E（着i忆）=0，均方差
滓i忆 =RMSEi；假设测量误差 着义满足正态分布 N（0，
（滓义）2），且均值 E（着义）= 0，均方差 滓义 = 0.01.由于替
代模型误差 着i忆及测量误差 着义相互独立，故第 i（i=
1，2，…，7）口监测井整体误差 着i = 着i忆 + 着义满足正态
分布 N（0，（滓i忆）2+（滓义）2），据此可以确定 1.1节中式
（4）和式（5）中协方差矩阵 C（着）.
2.3 监测方案优化设计

7眼井可得到 7组监测数据，任取 i（i=1，2，…，
7）组监测数据作为参数反演的监测数据 d，共有 C i7
（i=1，2，…，7）种组合形式，每种组合形式代表一种
监测方案，从而监测方案共有 C i7（i=1，2，…，7）种.
由于 i=1，2，…，7，按照选取的监测井数量进行划
分，监测类型共有 7类.根据 1.2节可知，每类监测
方案优化问题其实就是在 C i7（i=1，2，…，7）种监测
方案里面选取信息熵最小的监测方案，信息熵最小

的监测方案可视为最优监测方案.问题可概化如下:
min E（MP）= -ln p（琢）+ min U（MP） （19）

式中:MP表示监测方案.
根据式（12）（14）（15）分别求得不同监测方案的

信息熵 E（MP）.为了验证基于贝叶斯公式与信息熵
的监测井优化设计效果，以信息熵 E（MP）与反演结
果相对误差均值 MRE（MP）为指标对 C i7种监测方案
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进行评价. 从参数 琢的先验分布里运用拉丁超立方
抽样方法随机并且均匀地得到 20组参数作为真实
参数（表 6），对应于 C i7种监测方案，20组真实参数
通过 Kriging替代模型产生了 20伊C i7组浓度监测值.
利用产生的监测值，运用 DREAM算法（初始平行链
数为 10）反演参数 琢，其中每条马尔科夫链长度为
12 000，在马尔科夫链长度 10 000时所有参数的收
敛性判断指标R̂约1.2.为了保证精度，只将马尔科夫
链趋于稳定后的最后 2 000组样本进行后验统计，
得出参数后验均值估计 MMP .并将表 6中的真实参
数 琢一并代入 MRE（MP）表达式，如下：

MRE（MP）= 20

j = 1
移 5

k = 1
移 MMP（j，k）-琢（j，k）

琢（j，k）蓸 蔀 /100
（20）

式中: j 为第 j 组真实参数；琢，k 表示参数 琢的第 k
个分量.由式（20）得出 C i7种监测方案的反演结果

MRE（MP），如表 7所示.
表 6 从参数的先验分布中得到 20组真实参数

Tab.6 20 sets of real parameters obtained
from the prior distribution

序号 Xs Y s T1 T2 Cs

1 81.445 266.32 11.202 19.934 3 011.6
2 154.68 272.08 9.106 1 21.293 2 905.6
3 211.85 306.9 9.856 18.914 3 153.5
4 68.409 243.52 10.413 19.752 3 202.8
5 136.61 368.58 10.714 20.395 3 186.7
6 173.72 390.85 11.569 18.36 2 840.1
7 190.65 291.92 9.262 2 19.551 2 967.2
8 140.44 283.7 11.952 18.445 3 037.8
9 100.69 324.16 11.132 21.105 3 275.6
10 61.521 376.01 10.282 21.679 3 240.5
11 196.38 347.49 8.128 5 20.685 3 265.5
12 90.543 263.18 8.809 1 21.54 2 815.4
13 113.57 300.91 10.111 21.966 2 939.1
14 124.81 319.86 8.674 5 19.082 3 103.5
15 121.8 335.98 9.494 3 20.135 3 073.7
16 96.349 367.22 8.350 7 20.461 2 888.5
17 215.98 341.87 10.833 19.306 2 864.6
18 167.95 396.6 11.749 18.061 2 993.6
19 158.91 252.55 8.459 2 18.613 3 150.0
20 185.84 355.8 9.637 20.92 3 089.4

表 7 各监测类型下各监测方案的 E（MP）和MRE（MP）值
Tab.7 E（MP）and MRE（MP）of every monitoring

scheme within different monitoring types

2 13.004 0.063 6 15.090 0.097
3 12.772 0.069 7 14.047 0.082
4 13.734 0.076

最优方案 3

2眼井

（1，2） 10.862 0.054 （3，4） 9.898 0.044
（1，3） 10.847 0.046 （3，5） 10.475 0.054
（1，4） 11.221 0.053 （3，6） 10.785 0.052
（1，5） 12.680 0.088 （3，7） 10.075 0.043
（1，6） 12.652 0.071 （4，5） 10.658 0.050
（1，7） 11.174 0.047 （4，6） 11.101 0.052
（2，3） 9.723 0.045 （4，7） 11.066 0.052
（2，4） 11.314 0.058 （5，6） 12.660 0.074
（2，5） 10.379 0.052 （5，7） 10.822 0.052
（2，6） 10.643 0.052 （6，7） 11.303 0.055
（2，7） 10.428 0.048
最优方案 （2，3）

3眼井

（1，2，3） 9.478 0.044 （2，3，7） 9.397 0.043
（1，2，4） 9.855 0.050 （2，4，5） 9.591 0.053
（1，2，5） 9.873 0.047 （2，4，6） 9.817 0.057
（1，2，6） 9.840 0.044 （2，4，7） 10.039 0.046
（1，2，7） 9.546 0.046 （2，5，6） 9.864 0.048
（1，3，4） 9.549 0.046 （2，5，7） 9.447 0.046
（1，3，5） 10.200 0.049 （2，6，7） 9.647 0.048
（1，3，6） 10.268 0.049 （3，4，5） 9.399 0.046
（1，3，7） 9.671 0.045 （3，4，6） 9.481 0.043
（1，4，5） 9.967 0.043 （3，4，7） 9.549 0.043
（1，4，6） 10.006 0.043 （3，5，6） 10.190 0.053
（1，4，7） 9.823 0.044 （3，5，7） 9.498 0.047
（1，5，6） 11.666 0.068 （3，6，7） 9.615 0.043
（1，5，7） 10.134 0.047 （4，5，6） 10.092 0.050
（1，6，7） 10.256 0.046 （4，5，7） 9.669 0.046
（2，3，4） 9.461 0.046 （4，6，7） 10.074 0.049
（2，3，5） 9.377 0.044 （5，6，7） 10.369 0.055
（2，3，6） 9.431 0.044
最优方案 （2，3，5）

1眼井

1 15.123 0.094 5 14.286 0.095
类型 MP E（MP） MRE

（MP） MP E（MP） MRE
（MP）
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续表

（1，2，3，5） 9.344 0.044 （1，5，6，7） 9.918 0.049
（1，2，3，6） 9.368 0.043 （2，3，4，5） 9.277 0.045
（1，2，3，7） 9.302 0.042 （2，3，4，6） 9.305 0.044
（1，2，4，5） 9.404 0.046 （2，3，4，7） 9.344 0.044
（1，2，4，6） 9.412 0.045 （2，3，5，6） 9.333 0.045
（1，2，4，7） 9.407 0.045 （2，3，5，7） 9.264 0.042
（1，2，5，6） 9.624 0.044 （2，3，6，7） 9.296 0.042
（1，2，5，7） 9.343 0.041 （2，4，5，6） 9.423 0.050
（1，2，6，7） 9.371 0.044 （2，4，5，7） 9.325 0.043
（1，3，4，5） 9.356 0.043 （2，4，6，7） 9.475 0.047
（1，3，4，6） 9.383 0.044 （2，5，6，7） 9.374 0.046
（1，3，4，7） 9.368 0.043 （3，4，5，6） 9.344 0.045
（1，3，5，6） 9.994 0.050 （3，4，5，7） 9.301 0.044
（1，3，5，7） 9.446 0.045 （3，4，6，7） 9.358 0.043
（1，3，6，7） 9.498 0.044 （3，5，6，7） 9.442 0.047
（1，4，5，6） 9.703 0.044 （4，5，6，7） 9.560 0.048
（1，4，5，7） 9.432 0.041
最优方案 （2，3，5，7）

5眼井

（1，2，3，4，5） 9.263 0.042 （1，3，4，5，7） 9.284 0.041
（1，2，3，4，6） 9.269 0.042 （1，3，4，6，7） 9.298 0.043
（1，2，3，4，7） 9.280 0.043 （1，3，5，6，7） 9.393 0.046
（1，2，3，5，6） 9.319 0.043 （1，4，5，6，7） 9.389 0.042
（1，2，3，5，7） 9.256 0.040 （2，3，4，5，6） 9.259 0.043
（1，2，3，6，7） 9.265 0.042 （2，3，4，5，7） 9.252 0.042
（1，2，4，5，6） 9.330 0.044 （2，3，4，6，7） 9.275 0.042
（1，2，4，5，7） 9.281 0.040 （2，3，5，6，7） 9.259 0.043
（1，2，4，6，7） 9.300 0.043 （2，4，5，6，7） 9.297 0.043
（1，2，5，6，7） 9.310 0.042 （3，4，5，6，7） 9.280 0.044
（1，3，4，5，6） 9.322 0.042
最优方案 （2，3，4，5，7）

6眼井

（1，2，3，4，5，6） 9.253 0.041（1，2，4，5，6，7） 9.265 0.041
（1，2，3，4，5，7） 9.247 0.039（1，3，4，5，6，7） 9.270 0.042
（1，2，3，4，6，7） 9.255 0.042（2，3，4，5，6，7） 9.249 0.043
（1，2，3，5，6，7） 9.250 0.041
最优方案 （1，2，3，4，5，7）

7眼井（1，2，3，4，5，6，7） 9.247 0.041

4眼井

（1，2，3，4） 9.325 0.044 （1，4，6，7） 9.520 0.041
类型 MP E（MP） MRE

（MP） MP E（MP） MRE
（MP）

分别将表 7中 1眼井监测方案，2眼井组合监
测方案以及 3眼井组合监测方案下的 MRE（MP）与
E（MP）进行线性拟合，结果见图 3和表 8.由于 4眼
井组合监测方案，5眼井组合监测方案以及 6眼井
组合监测方案下 E（MP）数值接近，同时 MRE（MP）

数值也十分接近，并且考虑到计算误差的影响，不

再对这 3种类型监测方案下 MRE（MP）与 E（MP）
进行线性拟合.
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图 3 不同监测类型下 E（MP）和 MRE（MP）的线性拟合图
Fig.3 Linear fitting diagrams of the relationship between
E（MP）and MRE（MP）within different monitoring types

表 8 不同监测类型下MRE（MP）与 E（MP）线性拟合方程
Tab.8 Linear fitting equations between

MRE（MP）and E（MP）within different monitoring types

监测类型 拟合方程 决定系数 R2

1眼井 MRE（MP）=0.014E（MP）-0.110 0.875
2眼井 MRE（MP）=0.012E（MP）-0.076 0.800
3眼井 MRE（MP）=0.009E（MP）-0.037 0.552
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由于图 3（c）中决定系数 R2=0.552比较小，运用
F检验对图 3（c）中线性方程的显著性进行检验[32].

检验假设 H0 : E（MP）和 RT（MP）之间没有真正
的线性关系，H1 : E（MP）和 RT（MP）之间有线性关
系；显著性水平 琢 = 0.05.

经计算可得 F检验统计量 F = 40.739，而 F琢

（1，35-2）= F琢（1，33）= 4.139，因此 F 跃 F琢（1，33），拒
绝 H0 . F检验表明 E（MP）和 RT（MP）之间存在线性
关系.另外图 3（c）中实线表示拟合直线，两侧虚线
标出其 95%置信区间，只有 2个点落在置信区间外
面，也充分说明了 E（MP）和 RT（MP）之间具有正线
性关系.
综上，由图 3和表 8可知，MRE（MP）与 E（MP）

呈较好的正相关关系，说明 E（MP）是参数反演结果
精度的有效量度，E（MP）越小，参数反演结果精度越
高. 但表 7 中 E（MP）取得最小值的监测方案的
MRE（MP）未必是最小值（如 1眼监测井情况下，选
取 3监测方案时 E（MP）为 12.772，MRE（MP）为
0.069；选取 2 监测方案时 E（MP）为 13.004，MRE
（MP）为 0.063），主要原因在于选取 20组参数真值
（表 6）时，虽然运用拉丁超立方抽样方法使 20组参
数真值尽量均匀分布在参数先验范围内，但由于数

据较少，无法在真正意义上均匀分布在先验范围

内，而信息熵的求解运用蒙特卡洛方法（MC方法）
在参数先验范围内运用拉丁超立方抽样方法抽取

样本 20 000次，二者相比，因此认为以 E（MP）最小
值作为选取最优监测方案的指标更加可信，而不能

以 MRE（MP）最小值作为选取最优监测方案的指标.
另由表 7可知，并不是任何条件下监测井数量

越多，信息熵越小，如两眼监测井情况下，（2，3）组
合方式下的 E（MP）为 9.723，3眼监测井情况下，
（1，5，6）组合方式下的 E（MP）为 11.666. 表 7显示
每种监测类型下均存在信息熵最小的最优监测井

方案. 因此从表 7中各监测类型中筛选出信息熵最
小的监测方案作为相应监测井组合方案中的最优

方案，并绘制不同监测类型中最优方案的信息熵

E（MP）随监测井数量的变化曲线，如图 4所示.
由图 4可知，在各监测类型的最优方案条件

下，信息熵随着监测井数量的增加而减小，其中两

眼井的信息熵显著小于一眼井的信息熵，但是与其

他数量的监测井的信息熵相差不大.
通常情况下，对于利用监测井进行污染源识

别，既要考虑反演精度，又要考虑监测成本.因此本
算例选取 3种监测方案进行污染源识别.方案 1:监

1眼井 2眼井 3眼井 4眼井 5眼井 6眼井 7眼井

13.0
12.5
12.0
11.5
11.0
10.5
10.0

9.5
9.0

图 4 不同监测类型中最优方案的
信息熵随监测井数量的变化曲线

Fig.4 The change curve of the information entropy
of the optimal monitoring schemes under different

monitoring types with the number of monitoring wells

测成本最小的 1眼监测井方案（3号单井）.方案 2:
兼顾反演精度与监测成本的监测井方案: 由于 2眼
井的信息熵与 3~7眼井的信息熵相差不大，但随着
监测井数量的增加，监测费用显著增加，因此该方

案选 2眼井监测方案（监测井（2，3）组合）.方案 3:
基于较高反演精度的监测井方案，由于 3~7眼井的
信息熵相差不大，认为反演精度相近，因此该方案

选 3眼井监测方案（监测井（2，3，5）组合）.
2.4 基于优化监测方案的污染源识别
以表 4中第 1组参数真值 琢=（Xs，Y s，T1，T2，Cs）=

（81.4，266.3，11.2，19.9，3 011.6）为例，分别利用 2.3
节选取的 3种监测方案，运用 DREAM算法（初始平
行链数为 10，反演稳定后平行链数记为 n）进行污
染源参数反演，其中每条马尔科夫链长度是 12 000.

通过计算可知，各监测方案下，在平行链长度

为 10 000时，5个参数的收敛性判断指标R̂ i约1.2（i =
1，2，…，5），此时 DREAM算法所得马尔科夫链都已
收敛.剔除平行马尔科夫链前 10 000组样本后，稳定
后的剩余 2 000组样本的后验分布范围如表 9所示，
分布直方图（竖直线代表参数真值）如图 5所示.

表 9 3种监测方案下模型参数后验分布范围
Tab.9 The posterior distribution ranges of model

parameters under three monitoring schemes

方

案
信息熵

反演稳
定后平
行链数

n

参数后验分布范围

Xs Y s T1 T2 Cs

1 12.772 8 [60，124] [240，288] [8，12] [18，22] [2 800，3 300]
2 9.723 8 [60，92] [256，272] [8.5，12] [18，21.5] [2 800，3 300]
3 9.377 8 [60，92] [256，272] [9.5，12] [18，20.5] [3 000，3 300]
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由表 10可知，从方案 1到方案 3，5个参数的
标准差均逐渐减小；方案 2与方案 3下 5个参数后
验均值相对误差数值接近，与方案 1相比，X s，Y s以
及 T1的后验均值相对误差均大幅减少，但是 T2、Cs 2
个参数的后验均值相对误差却有所增大.结合图 3、
图 4及表 10分析，进一步说明参数后验分布的信
息熵与 5个参数后验均值相对误差的平均值成正
比，但不能保证参数后验分布的信息熵与每个参数
后验均值相对误差成正比，即运用参数后验分布的
信息熵作为监测井优化设计的指标，在参数整体反

演精度最高的情况下，不能保证每个参数的反演效

果均达到最佳.
监测井数越多所需费用越多，单井监测费用最

少.方案 2与方案 3信息熵差距很小，5个参数后验
样本均值相对误差的平均值也近似相等，却增加了

1眼井进行监测，费用明显增加.对于本文案例，如
果需要综合考虑监测成本及参数后验分布范围大

小，认为方案 2为最佳的监测井方案.
3 结 论

1）与拉丁超立方抽样方法相比，最优拉丁超立
方抽样可有效提高参数先验分布抽样的均匀性，避

表 10 3种监测方案下模型参数后验统计结果及收敛性判断指标
Tab.10 Posterior statistical results of model parameters and convergence judgment indicators under three monitoring schemes

方案 2 方案 3
均值相
对误差

/%
标准
差

均值 95%
置信区间 R̂i 均值

均值相
对误差

/%
标准
差

均值 95%
置信区间 R̂i 均值

均值相
对误差

/%
标准
差

均值 95%
置信区间 R̂ i

5.77 4.28 [85.95，86.33] 1.01 82.15 0.87 1.16 [82.10，82.20] 1.03 81.13 0.39 0.54 [81.11，81.15] 1.00
2.42 3.80 [259.70，260.03] 1.05 265.11 0.46 0.42 [265.09，265.13] 1.07 265.20 0.42 0.24 [265.19，265.21] 1.01
11.81 0.39 [9.86，9.90] 1.03 10.63 5.06 0.27 [10.62，10.65] 1.08 11.12 0.75 0.12 [11.11，11.12] 1.02
0.18 0.42 [19.95，19.99] 1.01 19.30 3.18 0.35 [19.29，19.32] 1.10 19.31 3.15 0.15 [19.30，19.31] 1.02
1.21 50.41 [3 045.68，3 050.10] 1.03 3 053.00 1.37 49.61 [3 050.83，3 055.18] 1.07 3 209.49 6.57 18.17 [3 208.70，3 210.29] 1.01

方案 1

均值

86.14
259.86
9.88
19.97

3 047.89

参数真值

X s=81.4
Y s=266.3
T1=81.4
T2=81.4

Cs=3 011.6

由表 9和图 5可知，方案 1到方案 3参数后验分布
范围逐渐减小，与相应监测方案信息熵的变化趋势

一致（图 4），且参数真值均在参数后验分布范围内.
进一步表明监测方案信息熵越小，参数后验分布不

确定性越小.
为进一步说明 3种监测方案的参数反演效果，

对马尔科夫链稳定后的剩余 2 000个样本点进行后
验统计分析，结果见表 10.

1086420 18 19 20 21 2260 92 124 156 188 220 8 9 10 11 12 2 900 3 100 3 300
Xs Y s T1 T2 Cs

（a）方案 1

Xs Y s T1 T2 Cs
（b）方案 2

18 19 20 21 2260 92 124 156 188 220 240 272 304 336 368 400 8 9 10 11 12 2 900 3 100 3 300

18 19 20 21 22240 272 304 336 368 400 8 9 10 11 12 2 900 3 100 3 30060 92 124 156 188 220
Xs Y s T1 T2 Cs

（c）方案 3
图 5 3种监测方案下模型参数后验分布直方图

Fig.5 The posterior distribution histograms of model parameters under three monitoring schemes
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免抽样结果的随机性及对整个抽样空间的覆盖填
充程度的差异性.

2）Kriging替代模型属于黑箱模型，能以较小的
计算量得到和地下水数值模型相近的输入输出关
系，在保证模拟精度的条件下，显著降低计算负荷.

3）参数反演结果的相对均方根误差与监测方案
信息熵呈现较好的正相关关系.信息熵是参数后验
分布不确定性的有效量度，信息熵越小，参数后验范
围越小，基于贝叶斯公式与信息熵的监测方案优化
设计方法是确定地下水污染监测方案的有效方法.

4）并非监测井数量越多越有利于污染源的反
演识别，必须以信息熵为筛选指标制定各监测类型
下的最优监测井组合方案，而且可以以监测成本、
监测效率、反演精度等为限制条件进行具体工况条
件下最优监测方案的选择.
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