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面心立方金属的基于位错密度的循环本构模型
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摘 要：在晶体塑性理论框架下，建立适用于面心立方金属多晶材料的基于位错密度的循

环本构模型.在各向同性硬化律中总位错密度被离散为螺位错和刃位错两部分，考虑了位错增
殖、湮灭和相互作用的演化机制，同时采用了修正的非线性随动硬化律，建立单晶的循环本构

模型，通过显式尺度过渡准则，把该模型拓展到多晶尺度.应用该模型模拟了典型面心立方结
构材料多晶铜的棘轮行为.数值模拟结果表明，该模型不仅可以从多晶尺度模拟材料的棘轮行
为和循环硬化特征，还可以从单晶尺度预测不同晶向和不同应力水平下的棘轮行为.
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Cyclic Constitutive Model Based on Dislocation Density
of Face-centered Cubic Metals
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Abstract：Under the framework of crystal plasticity theory, a cyclic constitutive model based on dislocation den原
sity for face-centered cubic metals is proposed. The total dislocations are discretized into edge and screw components,
and the multiplication, annihilation and interaction of dislocations are considered as the basic evolutionary mecha原
nisms. At the same time, a cyclic constitutive model of single crystal is established by using the modified non-linear
kinematic hardening rule. Then, the model is extended from single crystal scale to polycrystalline scale by explicit
scale transition rule. The ratchetting strain of polycrystalline copper with typical face-centered cubic structure is sim原
ulated by using the proposed model. The numerical results show that the model can not only simulate the ratchetting
strain and cyclic hardening characteristics of materials at polycrystalline scale, but also predict the ratchetting of ma原
terials at different orientations and stress levels from single crystal scale.
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棘轮变形是材料或者结构在平均应力非零的应

力循环下发生的塑性变形的累积.近年来，描述棘轮
行为的循环本构模型得到了众多学者的广泛研究[1-5]，
但是这些本构模型大多是基于实验结果建立的宏观

唯象的循环本构模型.然而 Feaugas等[6]研究发现棘
轮行为与非均匀位错亚结构有关，如位错墙和位错

胞等. Kang和 Dong等 [7-8]应用透射电子显微镜对面
心立方金属材料 316L不锈钢棘轮变形过程中不同
阶段的位错结构进行了研究，同样发现极化的位错结

构是材料棘轮变形的微观机制，上述宏观唯象的本构

模型未考虑材料棘轮变形的微观机制.
近年来，基于材料循环变形的位错滑移机制建

立的晶体塑性模型得到了发展. Xu等 [9]首先建立了
单晶铜的晶体塑性循环本构模型，然而该模型仅模

拟了铜单晶在应变控制循环载荷作用下的响应，不

涉及单晶铜的棘轮效应；Cailletaud等 [10]通过引入尺
度过渡准则，把单晶尺度的循环本构模型拓展到了

多晶尺度，进而模拟多晶金属材料的棘轮行为.但因
其基于 Armstrong等 [11]提出的非线性随动硬化模型
来描述每个晶粒的棘轮运动，现已证实，该模型对材

料的棘轮应变的预测值偏大；Kang等 [12]和罗娟等 [13]

利用类似于 Ohno-Abdel-Karim模型的组合随动硬
化律，构造新的循环本构模型来描述多晶材料的循

环变形，对棘轮变形的预测取得了较好的效果.然而
上述本构模型并未明确涉及到材料棘轮变形过程中

位错结构的演化规律，为了揭示材料棘轮变形的位

错演化机制，提高模型的预测能力，有必要建立包含

更多位错机制的循环本构模型.
因此本文在各向同性硬化中，将位错分为刃位

错和螺位错两部分，以刃位错和螺位错的增殖和湮

灭作为基本的演化机制，同时考虑了位错之间的交

互作用，引入经典修正的 Armstrong-Frederick非线
性随动硬化律，建立了适用于面心立方结构金属材

料的基于位错密度的循环多晶粘塑性本构模型.应
用提出的模型对典型面心立方结构多晶铜，在应变

控制下的循环硬化行为和非对称应力控制循环下的

棘轮行为进行模拟，将模拟结果和现有的实验数

据[13-14]进行对比，验证了所提模型的合理性.

1 基于位错密度的循环本构模型

1.1 晶体塑性理论基础
在晶体塑性小变形理论框架下，总应变张量 着

可以分解为弹性应变张量 着e和粘塑性应变张量 着vp

两个部分.
着 = 着e + 着vp （1）
对于面心立方结构晶体而言，材料的塑性变形

主要是由主动滑移系统{111}〈110〉中位错的滑移引
起的，塑性应变等于开动的各个滑移系的晶体位错

滑移的总和.
着 vpslip =

nslip

琢 = 1
移酌 琢

nslip P 琢 （2）
P 琢 =（m 琢 伊 n 琢 + n 琢 伊 m 琢）/2 （3）

式中：着 vpslip为粘塑性应变率；P 琢为滑移系统的方向张

量；m 琢为滑移方向；n 琢为滑动面的法线方向.
流动律给出了任意滑动系统中滑动剪切速率与

剪切应力的关系[15].
酌 琢

nslip = 酌0
子 琢 - 字琢

S琢T

2
sign（子 琢 - 字 琢） （4）

子 琢 = 滓 : P 琢 （5）
式中：酌 琢

nslip为滑移系统的滑移剪切速率；子 琢为 琢滑移
系的分切应力；滓为单晶中的局部应力张量；字 琢和 S琢T
分别为 琢滑移系的背应力和滑移阻力；酌0为参考滑
移率；m为反映材料率相关性的参数.
1.2 滑移阻力的演化律
研究表明，在循环变形过程中，随着位错密度的

增大，位错之间的交互作用越来越强，位错的滑移变

得越来越难，导致晶体材料的硬化.本文基于广义泰
勒定律，总滑移阻力 S琢T [15-16]可以通过下式进行计算，
即：

S琢T = 姿滋b
N

茁 = 1
移h 琢茁籽 茁T姨 （6）

式中：滋 和 b 分别为剪切模量和 Burgers 矢量的大
小；姿为统计系数，其解释了与位错的规则空间排列
的偏差；籽 茁T为位错总密度；h 琢 茁为位错相互作用矩阵，

定义为.
h 琢 茁 = 棕1 +（1 - 棕2）啄琢 茁 （7）

式中：棕1 和 棕2 是相互作用系数；啄琢 茁 为 Kronecker
delta函数.
1.3 位错密度的演化
将统计存储的位错总密度分解为刃位错和螺位

错两部分.
籽琢T = 籽琢e + 籽琢s （8）

式中：籽琢e为刃位错密度；籽琢s为螺位错密度.为完善本构
关系，本文把刃位错和螺位错的增殖和湮灭作为基

本的演化机制，分别建立了两种位错密度的独立演

化方程[15-16].
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籽琢e = Ce
b Ke

N

茁 = 1
移籽 茁T姨 -2de籽琢e蓘 蓡 酌琢 （9）

籽琢s = Cs
b Ks

N

茁 = 1
移籽 茁T姨 -籽琢s 仔Ksd2s

N

茁 = 1
移籽 茁T姨 +2ds嗓 瑟蓘 蓡 酌琢

（10）
式中：Ce和 Cs分别表示刃位错和螺位错对滑移剪切
率贡献大小的比例参数；Ke和 Ks分别是控制位错迁
移率的常数；de和 ds分别表示两个反平行的刃位错
和螺位错之间发生相互湮灭的临界距离.
1.4 随动硬化律
经典的 Armstrong-Frederick随动硬化模型由于

动态恢复项过强的缘故，在非对称应力循环下对棘

轮应变的预测值偏大 [11]，因此本文在该模型的基础
上，对动态回复系数进行修正，修正后的演化律如下：

字 琢 = c酌琢 - b字琢 酌琢 （11）
b = b0 +（bsat - b0）1 - exp 酌

酌0蓸 蔀蓘 蓡 （12）
式中：c为材料参数；b0和 bsat分别为 b 的初始值和饱
和值；酌0为所有滑移系的累积滑移的参考值，通过 酌0
的大小可以调节参数 b的演化速率；酌为所有滑移系
的累积滑移量，可由下式计算得到.

酌 =
N

琢 = 1
移 t

0乙 酌琢 dt （13）
1.5 尺度过渡准则
式（1）~式（13）构成了单晶基于位错密度的循环

本构模型，该模型可以描述面心立方单晶的循环变

形行为，为了获得多晶材料的循环变形行为，需要引

入一个有效的尺度过渡准则.本文采用由 Cailletaud
等[17]提出的显式尺度过渡准则，命名为 茁准则.使用
该过渡准则，单晶体中的局部应力张量 滓可由施加
在多晶的均匀宏观应力张量移通过下式计算获得.

滓 = 移 + C（茁 - 茁g） （14）
茁g = 着vpg - D茁g椰着vpg 椰 （15）

式中：移为宏观应力张量；下标 g表示晶粒的局部变
量；茁=[茁g]表示对作用于晶体中的粘塑性应变张量着vpg
进行体积平均后，可以得到多晶体聚合体的宏观塑

形应变；C和 D是尺度过渡的材料参数.
式（1）~式（15）在晶粒内和晶粒间尺度组成了基

于位错密度的循环本构模型.下面将对新提出的模
型的预测能力进行检验.

2 模拟结果

参考已完成的面心立方结构材料多晶铜的宏观

实验结果，应用上述建立的基于位错密度的循环本

构模型对多晶铜的单拉曲线、应变循环实验和非对

称应力下的棘轮行为分别进行了模拟和预测，以检

验所提出模型的预测能力.
2.1 材料参数的确定

E和 v 可由多晶铜的单轴拉伸曲线获得.流动
准则中的参考滑移率酌0一般设置为 0.001 s-1，m反映
材料粘性的参数，值较大时，模型描述的变形与接近

率无关，考虑加载速率的影响，因此取值较小.总位
错密度的初始值 籽琢T设置为大多数退火 FCC单晶的
典型值，即 籽琢T = 1.6 伊 1010 m-2 .初始位错总体被认为
是由等比例的刃位错和螺位错组成的，因此 籽e =籽s =
0.5籽琢T .式（6）中的统计系数 姿基于 Kuhlmann-Wils原
dorf的工作[18]被赋值为 0.3.

考虑到不同滑移系之间的潜硬化和自硬化效

应，位错交互作用矩阵 h琢 茁的 棕1和 棕2分别为 1.5和
1.2[19].为反映刃位错和螺位错对滑动的贡献相同，式
（9）（10）中的参数 Ce和 Cs设置为 0.5.此外，之前对
紫铜[19]的滑动线测量结果表明，刃位错的移动距离大
约是螺位错的两倍.参数 Ks 为 Ke 的两倍，即 Ks =
2Ke，ds=5de. C和 D可以参考文献[20]给出的取值范围.
与随动硬化律相关的参数 c、b0、bsat和 酌0，可以由试错
法通过非对称应力循环下的一条棘轮应变的演化曲

线确定.所得到的多晶铜的材料参数如表 1所示.
表 1 多晶铜的材料参数

Tab.1 Material parameters of polycrystalline copper

分类 材料参数值

弹性常数 E = 58.5 GPa，淄 = 0.3
流动准则 0 = 0.001 s-1，m = 10
随动硬化律 c = 9.2伊10-3，b0 = 0.01，b sat = 0.0，酌0 = 0.01

姿 = 0.3，b = 0.257 nm，Ce = Cs = 0.5，
Ke=2.42伊10-4，Ks=4.85伊10-4，de=1.0 nm，ds=5.0 nm，

棕1 = 1.5，棕2 = 1.2，籽e = 籽s = 0.8伊1010 m-2

尺度过渡准则 C = 20 GPa，D = 100

各向同性硬化律

2.2 多晶铜的模拟结果
图 1为多晶铜在应变率为 4 伊 10-3/s下单拉曲线

的模拟结果.由图 1可见，提出的模型能够较好地模
拟多晶铜的单拉曲线.
应用提出的模型对多晶铜在对称应变控制循环

下的应力应变曲线和响应的应力幅值进行了模拟，

应变幅值为依0.3%，结果如图 2所示.
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图 1 多晶铜的单拉模拟结果

Fig.1 Simulation results of monotonic tensile curve
of polycrystalline copper
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（a）实验的循环应力应变曲线
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（b）模拟的循环应力应变曲线
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（c）响应应力幅值模拟

图 2 对称应变循环下多晶铜的循环硬化特性模拟
Fig.2 Simulation results of cyclic hardening characteristics

of polycrystalline copper under symmetric strain cycling

由图 2可见，提出的模型能够对材料响应的应
力幅值随循环周次逐渐增加的现象给出合理的模

拟，也能模拟出循环硬化速率随循环周次逐渐降低

的特性.但是模拟的循环应力应变曲线在弹性到塑
性过渡段没有实验的应力应变曲线光滑，可能是由

以下原因造成：一是本文应用只包含一项修正的

Armstrong-Frederick非线性随动硬化模型来模拟背
应力的演化，而非 Chaboche 模型 [21]、Ohno-Wang 模
型[22]或者 Ohno-Abdel-Karim模型[23]包含了 3项甚至
更多项的非线性随动硬化律来模拟材料的应力应变

循环曲线，因此造成了模拟的循环应力应变曲线形

状不够光滑；二是本文通过显式尺度过渡准则把单

晶的本构模型拓展到多晶尺度，该尺度过渡准则不

能准确地反映晶粒之间变形协调性.后面的研究可
以把本构方程编成 ABAQUS用户子程序 Umat，通过
晶体塑性本构模型和有限元结合，更加合理地考虑

晶粒之间的相互作用，来模拟材料的循环变形行为.
图 3（a）和图 3（b）给出了应力工况为（40依80）

MPa的应力应变滞回环的实验和模拟结果.文中分
别提取了应力应变滞回环的第 5圈、第 10圈、第 20
圈、第 50圈和第 100圈，其中 c 表示循环的圈数.由
于多晶铜为循环硬化材料，应力应变滞回环曲线随

着循环周次的增加逐渐变窄，在经过一定的循环周

次后，滞回环的大小基本保持不变.与本文提出的模
型（模拟应力应变滞回环的演化规律和实验的规律）

是一致的，体现出多晶铜的循环硬化特征.图 3（c）和
图 3（d）给出了多晶铜在不同平均应力和应力幅值下
棘轮应变的演化曲线，新提出的模型能够对棘轮应

变和棘轮应变率的演化给出合理的预测，即棘轮应

变会随着循环周次的增加而增大，而棘轮应变率会

逐渐降低，最后保持为一个接近于零的常数.同时新
模型也能够合理地预测应力幅值和平均应力对棘轮

变形的影响，即棘轮应变会随着应力幅值和平均应

力的增加而增大.
150
100

50
0

-50
-100

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

5c 10c 50c

20c 100c

应变 着/%
（a）实验的应力应变滞回环曲线（（40依80）MPa）
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（b）模拟的应力应变滞回环曲线（（40依80）MPa）
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（c）不同平均应力棘轮应变演化
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（d）不同应力幅值下棘轮应变演化

图 3 非对称应力循环下多晶铜的棘轮应变的模拟结果
Fig.3 Simulation results of ratchetting strain of

polycrystalline copper under asymmetrical stress cycling

2.3 单晶铜的预测结果
提出的本构模型是在单晶水平上建立的，利用

显式尺度过渡准则，即 茁准则拓展到多晶尺度.本文
应用表 1中的材料参数，对单晶铜在平均应力非零
的应力循环下的棘轮变形的演化曲线进行了预测，

给出的定性的预测结果如图 4所示.
图 4（a）为单晶铜在不同晶体学位向的棘轮应变

的预测结果.由图可见，新提出的模型可以对不同晶

体学位向的棘轮行为进行预测.图 4（b）和图 4（c）为
单晶铜在晶向上不同应力工况下的单轴棘轮行为的

预测结果，可以看出新模型能够合理预测棘轮行为

对应力幅值和平均应力的依赖性.
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（a）单晶铜在不同晶向的棘轮变形的预测结果
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（b）晶向不同应力幅值的棘轮变形的预测结果
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（c）晶向不同平均应力的棘轮变形的预测结果
图 4 单晶铜的棘轮应变的预测结果

Fig.4 Prediction results of the ratchetting strain
of single crystal copper

3 结 论

本文通过把刃位错和螺位错的演化规律引入到

各向同性硬化律，采用修正的 Armstrong-Frederick
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非线性随动硬化模型和显式的尺度过渡准则，建立

了基于位错密度的循环多晶粘塑性本构模型，并应

用该模型对面心立方结构多晶铜的循环变形行为进

行模拟.结果显示，新发展的模型不仅可以模拟紫铜
在对称应变循环下的循环硬化特性，还可以模拟紫

铜在不同应力水平下的棘轮行为.同时单晶形式的
本构模型也能够对不同晶向和不同应力水平下的棘

轮行为进行合理的预测.
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