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摘 要：复杂荷载下基桩受力分析是桩基设计计算重要内容之一.引入能量原理，针对基
桩荷载倾斜与偏心的特殊情况，并考虑土体的成层特性，建立了三维基桩-土体系统能量控制
微分方程.在此基础上，结合不同边界条件及桩土位移条件，基于有限差分方式得出了倾斜偏
心荷载下基桩位移的半解析解答，该解答可充分考虑轴向与横向荷载共同作用对基桩变形的

P-驻放大效应.而后，开展了倾斜偏心荷载下单桩的室内模型加载验证试验.对比结果表明，本
文理论解答与试验测试结果吻合较好，较好地模拟了组合荷载下基桩变形 P-驻放大效应.最
后，对影响基桩 P-驻放大效应的主要因素进行了分析，结果表明，轴、横向荷载相对大小、桩顶
自由段长度、桩身刚度及浅层地基土刚度等都对 P-驻放大效应有较大影响.
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Simulation Analysis on P-驻 Effect for Piles Based on Energy Method
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Abstract：The force analysis of piles under complex loads is one of the important contents in the design and cal原
culation of pile foundation. In this paper, a energy control differential equation of three-dimensional pile-soil system
is established according to the energy principle, considering the special case of tilting and eccentricity of pile loads as
well as the layering characteristics of soils. On this basis, combined with different boundary conditions of pile and dis原
placement conditions of pile and soil, a semi-analytical solution of pile displacement under inclined and eccentric
loads is obtained based on finite difference method. The solution can fully consider the P-驻 amplification effect of pile
deformation. Then, an indoor model loading test of single pile under inclined eccentric load is carried out to validate
the solution. The comparison results show that the theoretical solution and the experimental test results are in good a原
greement, and the P-驻 amplification effect of the pile deformation under combined load is well simulated. Finally, the
influencing factors affecting the P-驻 amplification effect of the piles are analyzed. The results show that the relative
magnitude of the axial and lateral loads, the length of the free section of the pile, the stiffness of the pile and the stiff原
ness of the surface soil all have a significant impact on the P-驻 amplification effect.
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杨明辉等：基于能量法的基桩变形 P-驻效应模拟分析

桩基础是应用最为广泛的基础型式之一，其主

要功能为承受竖向荷载，但不少实际工程中，基桩还

将承受水平方向荷载，如波浪力、边坡土体推力等，

因此轴、横向荷载共同作用下的基桩受力分析也日

益得到重视[1-5].对轴、横向荷载共同作用桩基的受力
计算，工程中常采用简化分析方法，即先将竖向与横

向荷载分开计算，而后再按小变形迭加原理计算桩

身内力和位移.但越来越多的研究表明，二者相互影
响，不仅水平荷载将使桩身产生较大的弯矩和挠曲

变形，而且竖向荷载也会由于桩身挠曲变形而产生

附加弯矩，即产生所谓的 P-驻效应[4-7].因此，如何合
理考虑该效应已成为复杂荷载下基桩受力分析的关

键问题.
近年来，已有大量国内外学者对该问题进行了

深入分析.根据对桩-土相互作用分析方法的不同，
主要可分为 2类.第 1类为 Winkler地基模型.如赵
明华[4]采用 m法导得了考虑桩身自重和桩侧阻力时
倾斜受荷柔性桩的幂级数解；Zhang等[8]推导了考虑
桩周土体屈服的轴、横向荷载共同作用高桩的弹塑

性解答方法；Zhu等 [9]基于传递矩阵法和 Laplace 变
换推导了轴、横向荷载同时作用单桩响应的统一解

答方法，该方法适用于任何形式桩土相互作用弹簧

模型；Zhang等[10]分别采用水平弹簧和竖向弹簧来模
拟桩-土相互作用，并考虑桩周土体屈服，导得了轴、
横向荷载同时作用单桩响应的半解析解.另一类为
弹性连续体模型，即将土体视为均匀连续线弹性介

质.如 Liang等[11]和 Zhang等[12]在均质弹性半无限空
间中引用 Mindlin基本方程，提出了轴、横向荷载共
同作用单桩内力位移的边界有限元解法.随后，Liang
等[13]在此基础上，采用最小势能原理和变分方法分析
了轴向荷载对单桩水平响应的影响，并指出轴向荷

载对基桩内力变形的影响与横向荷载水平及桩的长

径比有关.
上述方法中，Winkler地基模型无法考虑土体连

续性以及桩土之间复杂的三维相互作用，而弹性连

续体模型虽然能较好地考虑土体连续性，但其求解

过程过于复杂，求解耗时，需基于数值解析才能得到

解答，不便于实际工程应用.基于此，本文充分考虑
桩周土体连续性、桩-土三维相互作用以及 P-驻效
应，引入能量法，基于最小势能原理导得倾斜偏心荷

载作用单桩桩身响应的半解析解，并开展室内小模

型试验进行验证与对比分析.最后，对影响组合荷载
作用下基桩 P-驻效应的主要因素进行了探讨.

1 计算模型分析

1.1 问题描述
如图 1（a）所示，基桩桩顶承受水平荷载 Q0、竖

向荷载 P0和力偶 M0 .桩身总长度为 L，直径为 2R，
桩顶自由段长度为 L0 .桩周土体为分为 n层，每层土
的厚度为 Hi-Hi-1，其中 H0 = 0，Hn = 肄.桩身抗弯刚度
为 Ep Ip.在实际工程中，为了保证稳定的受力状态，
基桩承受的荷载水平大都较低，桩周土体为小变形

情况，接近于弹性受力状态，因此为了简化计算，本

文假定桩周各层土体为弹性各向同性的连续介质，

其弹性模量和泊松比分别为 Es，i，滋s，i.桩土体系采用
柱坐标系，如图 1（b）所示.此外，假定受荷过程中桩
土界面接触紧密，桩和桩周土体无相对滑动和分离.

H i-1
Hn-2

H i

Hn-1
d驻

（a）桩土体系受力 （b）桩土坐标系（c）微元体变形
图 1 桩土体系平面示意图

Fig.1 Schematic diagram of pile-soil system

1.2 土体位移模式
基桩在桩顶荷载作用下发生位移，进而导致桩

周土体变形.由于桩土相互作用的复杂性，桩周土体
的位移形式也较为复杂.若能建立桩周土体位移和
桩身位移之间的函数关系，那么问题将得到明显简

化. 为此，已有许多学者做了相关研究. Seo [14]在分
析成层地基轴向受荷单桩时，提出了如下土体位移

模式：

uz（r，z）= w（z）准（r） （1）
式中：uz表示桩周土体竖向位移；w（z）表示桩身竖向
位移；准（r）表示桩周土体位移沿径向的衰减函数.在
此基础上，Seo推导了桩身位移和内力的解析解，并
通过与原型试验、有限元等方法对比，验证了该位移

模式的合理性.此外，Basu（2009）[15]在文献[16]基础上
提出了水平受荷单桩桩周土体的位移模式：
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ur = w（z）准r（r）cos 兹
u兹 = -w（z）准兹（r）sin 兹
uz = 0

扇

墒
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（圆）

式中：ur和 u兹分别表示桩周土体沿径向和切向的水
平位移；w（z）表示桩身水平位移；准r（r）和 准兹（r）分别
表示桩周土体沿径向和切向的位移衰减函数.在此
基础上，Basu进一步推导出成层地基中水平受荷单
桩桩身内力与位移的半解析解.而本文研究的倾斜
偏心受荷基桩中，桩土体系既有水平位移，也有竖向

位移，二者均不能忽略.因此，结合式（1）和式（2），本文
提出倾斜偏心荷载作用基桩桩周土体的位移模式：

ur = u兹 = uz = 0，0 臆 z 约 L0 （猿a）
ur = w（z）准r（r）cos 兹
u兹 = -w（z）准兹（r）sin 兹，z 逸 L0
uz = v（z）准z（r）
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（3b）

式中：ur、u兹和 uz分别表示桩周土体沿径向、切向和
竖向的位移. w（z）和 v（z）分别表示桩身水平位移和
竖向位移.准r、准兹和 准z是描述桩周土体位移的无量纲
衰减函数，满足边界条件：准r（r=R）=1，准r（r=肄）=0；准兹
（r=R）=1，准兹（r=肄）=0；准z（r=R）=1，准z（r=肄）=0. 准r（r）
和 准兹（r）描述了桩周土体水平向位移的衰减，而
准z（r）则描述了桩周土体竖向位移的衰减.需要说明
的是，上述位移模式忽略了水平位移和竖向位移的

相互影响，即认为桩周土体水平位移和竖向位移可

以分开计算.此外，基桩受组合荷载作用时，横截面
上各点位移分布是不均匀的，为了使问题简化，以基

桩中性轴处位移近似代替该截面位移.
1.3 桩土体系能量方程
由上述土体位移模式，可得到土体应变：

着rr
着兹兹
着zz
酌r兹
酌兹z
酌rz
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=

- 坠ur
坠r

- 1
r
坠u兹
坠兹 - ur

r

- 坠uz
坠z

- 1
r
坠ur
坠兹 + u兹

r - 坠u兹
坠r

- 坠uz
坠r - 坠ur

坠z

- 1
r
坠uz
坠兹 - 坠u兹

坠z
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伤

赏
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=

-w（z）准r忆cos 兹
-w（z）准r - 准兹

r cos 兹
-v忆（z）准z

w（z） 准r-准兹
r +准兹忆蓸 蔀 sin 兹

-w忆（z）准r cos 兹-v（z）准z忆
w忆（z）准兹sin 兹
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（4）
根据弹性力学理论，引入虚土桩法，可得桩土体

系总势能方程：

装= 12
L

0乙 Ep Ip（w义）2dz+ 12
L

0乙 Ep A p（v忆）2dz+
肄

L 0乙 2仔
0乙 肄

R乙 12 滓k1着k1rdrd兹dz+
肄

L乙 2仔
0乙 R

0乙 12 滓k1着k1rdrd兹dz-
12

L

0乙 N（z）（w忆）dz-P0v|z=0-Q0w|z=0+M0w忆|z=0

（5）
式中：第 1项和第 2项为桩身弹性变形能；第 3项和
第 4项为土体抗力做功产生的势能，其中应力张量
滓kl可由应变张量 着kl通过胡克定律求得；最后 3项表
示系统外荷载做功产生的势能.而其中第 5项，如图
1（c）所示，当桩身发生挠曲时，桩顶自由端将产生向
下的变位 驻，向下的轴向荷载会做正功，导致系统势
能减少.而 驻值等于桩身挠曲线长与弦长之差，即
d驻 = ds - dz = 1+w忆2姨 dz - dz，在小变形的前提下，
忽略高阶微分，d驻 = w忆2dz/2，则轴向荷载所做的功可
以表示为：

L

0乙 N（z）w忆2dz/2.可见，该项考虑了轴向荷
载对桩身挠曲变形的影响，进而可合理解释轴向荷

载所产生的 P-驻效应.
1.4 桩身水平位移分析

桩土体系势能 是一个含有 w（z）、v（z）、准r（r）、
准兹（r）和 准z（r）这 5个未知函数的泛函数，由最小势能
原理，该泛函的变分应等于 0.对 装中与 w有关的项
进行变分，则可得桩身水平位移 w的微分控制方程：

Ep Ip d4w（0）

dz4 + ddz
N（z）dw（0）

dz蓘 蓡=0，0臆z臆L0 （6a）
Ep Ip d4w（i）

dz4 -2ti
d2w（i）

dz24 + ddz N（z）dw（i）

dz蓘 蓡+
k i w（i）=0，L0臆z臆L （6b）

其中

N（z）= -Ep A p dvdz （7）

ki =仔[（姿s，i+2Gs，i）
肄

R乙 r d准rdr蓸 蔀 2
dr+Gs，i

肄

R乙 d准兹dr蓸 蔀 2
dr+

2姿s，i
肄

R乙 （准r-准兹）d准rdr dr+2Gs，i
肄

R乙 （准r-准兹）d准兹dr dr+

（姿s，i+3Gs，i）
肄

R乙 1
r（准r-准兹）2dr] （8）

ti =
仔2 G s，i

肄

R乙 （准r2+准兹2）rdr，i=1，2，…，n
仔2 G s，n

肄

R乙 （准r2+准兹2）rdr+R2蓘 蓡，i=n+1

扇
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（9）
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式中：w（0）为自由段桩身的水平位移；w（i）为第 i层土
中桩段的水平位移；姿s，i 和 G s，i分别为土体拉梅常数
和剪切模量. 可以看到，方程（6）含有与竖向位移
v（z）相关的项，且其系数 k i 和 ti 又与 准r（r）、准兹（r）有
关，其求解较为困难.而 Zhu[9]的研究已表明，桩身轴
力分布形式对轴、横向荷载共同作用基桩内力和位

移影响较小，可忽略不计.因此，为了便于求解上述
方程，假定桩身轴力 N（z）沿深度线性分布，即：

N（z）= N0 + f0·z，0臆z臆L0
N0 + f0 L0 + f·z，L0臆z臆L嗓 （10）

式中：f0 = 酌A p；f = 酌A p - 子u/2；酌为桩身重度；A p 为桩
截面面积；u为桩截面周长；子为桩周土体极限侧阻
力.基于式（10），式（6）可化简为：

d4w（0）

dz4 +（姿20 +琢30 z）d2w（0）

dz2 +琢30 dw（0）

dz =0 （11a）
d4w（i）

dz4 +[琢3
i（z-L0-Hi-1）+姿2

i -2t~i] d2w（i）

dz2 +
琢3

i
dw（i）

dz +k~iw（i）=0，i=1，2，…，n （11b）
式中：姿2

i = P0+f0 L0 +f1（H1-H0）+…+fi（Hi-Hi-1）
Ep Ip

，

琢3
i = fi

Ep Ip
，琢30 = f0

Ep Ip
，姿20 = P0

Ep Ip
，t~i= ti

Ep Ip
，k~i= ki

Ep Ip
.

易知，上式满足边界条件：z=0时，
d3w（0）

dz3 +姿20 dw（0）

dz =Q~0（桩顶自由或嵌固）

d2w（0）

dz2 =M~0（桩顶自由）

dw（0）

dz =0（桩顶嵌固）
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（12a）

z=L时，
d3w（n）

dz3 +（姿2
n+1 -2 t~n）dw（n）

dz -茁w（n）=0（桩顶自由）
d2w（n）

dz2 =0（桩顶自由）
w（n）=0（桩端固支） （12b）
dw（n）

dz =0（桩端固支）
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z=L0时，
w（0）=w（1）

dw（0）

dz = dw（1）

dz
d3w（0）

dz3 +姿21 dw（0）

dz = d3w（1）

dz3 +（姿21 -2t~1）dw（1）

dz
d2w（0）

dz2 = d2w（1）

dz2
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（12c）

z=Hi时，

w（i）=w（i+1）

dw（i）

dz = dw（i+1）

dz
d3w（i）

dz3 +[姿2
i+1 -2ti] dw（i）

dz = d3w（i+1）

dz3 +[姿2
i+1 -2ti+1] dw（i+1）

dz
d2w（i）

dz2 = d2w（i+1）

dz2
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（12d）
式中：Q~0 = Q0

Ep Ip
，M~0 = M0

Ep Ip
，茁 = 2tn+1kn姨

Ep Ip
.

1.5 土体位移衰减函数分析
对 装中与 准r（r）有关的项进行变分，则可得到

准r（r）的微分控制方程：
d2准rdr2 + 1

r
d准rdr - 酌1

r蓸 蔀 2
+ 酌2

R蓸 蔀 2蓘 蓡准r =
酌23
r

d准兹dr - 酌1
r蓸 蔀 2

准兹 （13）
式中：

酌1 =
n+1

i = 1
移（姿s，i+3Gs，i）

H i

H i-1乙 w2
i dz

n+1

i = 1
移（姿s，i+2Gs，i）

H i

H i-1乙 w2
i dz姨 ，

酌2 = R伊

n+1

i = 1
移Gs，i

H i

H i-1乙 dwidz蓸 蔀 2
dz

n+1

i = 1
移（姿s，i+2Gs，i）

H i

H i-1乙 w2
i dz姨 ，

酌3 =
n+1

i = 1
移（姿s，i+Gs，i）

H i

H i-1乙 w2
i dz

n+1

i = 1
移（姿s，i+2Gs，i）

H i

H i-1乙 w2
i dz姨 ，

Hn=L，Hn+1寅肄，G s，n+1=Gs，n，姿s，n+1=姿s，n.
同理，可得 准兹（r）的微分控制方程：

d2准兹dr2 + 1
r

d准兹dr - 酌4
r蓸 蔀 2

+ 酌5
R蓸 蔀 2蓘 蓡准兹=

酌26
r

d准rdr - 酌4
r蓸 蔀 2

准r （14）

式中：酌4 =
n+1

i = 1
移（姿s，i+3Gs，i）

H i

H i-1乙 w2
i dz

n+1

i = 1
移Gs，i

H i

H i-1乙 w2
i dz姨 ，

酌5 = R伊

n+1

i = 1
移G s，i

H i

H i-1乙 dwidz蓸 蔀 2
dz

n+1

i = 1
移Gs，i

H i

H i-1乙 w2
i dz姨 ，
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酌6 =
n+1

i = 1
移（姿s，i+Gs，i）

H i

H i-1乙 w2
i dz

n+1

i = 1
移Gs，i

H i

H i-1乙 w2
i dz姨 .

2 控制方程的求解

2.1 桩身水平位移的求解
桩身水平位移控制方程（11a）和（11b）式均为四

阶线性变系数齐次微分方程，难以直接获得解析解，

本文采用中心差分法求解.桩身差分网格划分如图 2
所示.将自由段桩划分为 N0段，每段长度 h0=L0 /N0，
在桩顶以上和地面下分别取虚拟点-2，-1，N0+1，N0+
2.将地面下各土层中的桩段划分为 Ni段，每段长度

为 hi =（Hi-Hi-1）/Ni，在每段桩的上下取虚拟点-2，-
1，Ni+1，Ni+2.则式（11）可以化为：

-2
-1
0
1
2

Ni
Ni+1
Ni+2 虚拟点

虚拟点

Hi

H0

-2
-1
0
1
2

虚拟点

Ni
N0+1
N0+2
1 2 3 n-1i-1 i i+1 n

肄
r0

ri

驻r驻r 驻r

图 2 桩及桩周土体的差分网格
Fig.2 Difference grid of pile and soil

w（0）
j+2 +A（0）

j w（0）
j+1 +B（0）

j w（0）
j +C（0）

j w（0）
j-1 +w（0）

j-2 =0 （15a）
w（i）

j+2 +A（i）
j w（i）

j+1 +B（i）
j w（i）

j +C（i）
j w（i）

j-1 +w（i）
j-2 =0 （15b）

式中：A（0）
j =-4+（酌20 +琢30 ih0）h20 + 12 琢30 h30，

B（0）
j =6-2（姿20 +琢30 ih0）h20，

C（0）
j =-4+（姿20 +琢30 ih0）h20 - 12 琢30 h30，

A（i）
j =-4+（琢3

i jhi+姿21 -2t~i）h2
i + 12 琢3

i h3
i，

B（i）
j =6-2（琢3

i jhi+姿21 -2t~i）h2
i +k~ih4

i，

C（i）
j =-4+（琢3

i jhi+姿2
i -2t~i）h2

i - 12 琢3
i h3

i，

i（=1，2，…，n）为土层编号；j（=0，1，2，…，ni）为差分

节点编号.结合边界条件（12）式，可得：

w（0）2 +aw（0）1 -aw（0）-1 -w（0）-2 =2Q~0 h30

w（0）1 -2w（0）0 +w（0）-1 =M~ 0 h20

w（n）
nn+2 +dn+1w（n）

nn+1 -2茁h3
n w（n）

nn -dn+1w（n）
nn-1 -w（n）

nn-2 =0
w（n）

nn+1 -2w（n）
nn +w（n）

nn-1 =0

扇

墒

设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设

（16a）

w（0）
n0 =w（1）0

h1w（0）
n0+1 -h1w（0）

n0-1 -h0w（1）1 +h0w（1）-1 =0
h31 w（0）

n0+2 -bw（0）
n0+1 -bw（0）

n0-1 -h31 w（0）
n0-2 -

h30 w（1）2 -d0w（1）1 +d0w（1）-1 +h30 w（1）-2 =0
h21 w（0）

n0+1 -2h21 w（0）
n0 +h21 w（0）

n0-1 -h20 w（1）1 +
2h20 w（1）0 -h20 w（1）-1 =0

扇

墒

设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设

（16b）

w（i）
ni =w（i+1）0

hi+1w（i）
ni+1 -hi+1w（i）

ni-1 -hiw（i+1）1 +hiw（i+1）-1 =0
h 3

i+1 w（i）
ni+2 -diw（i）

ni+1 -diw（i）
ni-1 -h3

i+1 w（i）
ni-2 -

h3
i w（i+1）2 -di+1w（i+1）1 +di+1w（i+1）-1 +h3

i w（i+1）-2 =0
h2

i+1 w（i）
ni+1 -2h2

i+1 w（i）
ni +h2

i+1 w（i）
ni-1 -h2

i w（i+1）1 +
2h2

i w（i+1）0 -h2
i w（i+1）-1 =0

扇

墒

设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设

（16c）

式中：a = 姿20 h20 - 2，
b = 姿21 h20 h31 - 2h31，

d0 =（姿21 - 2 t~1）h30 h21 - 2h30，

di =（姿2
i+1 - 2 t~1）h2

i h3
i+1 - 2h3

i+1，

di+1 =（姿2
i+1 - 2t~i+1）h3

i h2
i+1 - 2h3

i，

dn+1 =（姿2
n+1 - 2t~n）h2

n - 2.
由式（15）形成的方程组，经边界条件式（16）修

正后，即可求解桩身水平位移 w（z）.由于篇幅限制，
此处仅给出了桩顶自由、桩端固支时的差分解法，其

他边界条件亦可按照上述方法求解.
2.2 土体水平位移衰减函数的求解
土体水平位移衰减函数 准r（r）和 准兹（r）由式（13）

（14）控制，同样其解析解不易求，故仍采用有限差分
进行求解.而由于式（13）和式（14）相互关联，必须同
时求解，因此采用了迭代算法.桩周土体网格划分如
图 2所示，则式（13）和（14）可以化为：

准i+1r -2准ir +准i-1r驻r2 + 1
ri

准i+1r -准i-1r2驻r - 酌1
ri

蓸 蔀 2
+ 酌2

R蓸 蔀 2蓘 蓡准ir =

酌23
ri

准i +1兹 -准i -1兹2驻r - 酌1
ri

蓸 蔀 2
准i兹 （17）

准i +1兹 -2准 i兹+准i -1兹驻r2 + 1
ri

准i +1兹 -准i -1兹2驻r - 酌4
ri

蓸 蔀 2
+ 酌5

R蓸 蔀 2蓘 蓡准 i兹 =

酌26
ri

准i+1r -准i-1r2驻r - 酌4
ri

蓸 蔀 2
准ir （18）
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由式（17）和式（18）形成的方程组，再加上前述
准r（r）和 准兹（r）边界条件，采用迭代计算法即可求解 准r
和 准兹.对于 准r和 准兹具体的求解过程，Basu [15]已作了
极为详细的说明，此处不再赘述.
2.3 算法步骤
为了求解桩身水平位移 w（z），必须知道土体参

数 k i和 ti，这些参数与未知函数 准r和 准兹有关；而要
求解 准r和 准兹，其系数 酌1 ~ 酌6又与 w（z）有关.因此，为
了同时求解 w（z）、准r和 准兹，必须采用迭代的算法.具
体求解过程如下：

1）假定 酌1 ~ 酌6的初始值，例如都取 1；
2）由 酌1 ~ 酌6的值求得 准r和 准兹的值;
3）由 r和 兹的值计算 k i、ti的值；

4）由 k i、ti的值计算得到 w（z）的值；
5）根据求得的 w（z）的值，重新计算 酌1~酌6的值，

并记为 酌1new~酌6new，重复上述计算过程，直到|酌1/2/3/4/5/6new

- 酌1/2/3/4/5/6old|臆10-6；
6）最后一次迭代得到的 w（z）值即为桩身各节点

的水平位移值.根据上述求解过程，本文基于 MAT原
LAB编制了计算程序.

3 方法验证

与现场试验相比，小比例模型试验更容易把握

与控制各主要影响因素及条件，因此在机理分析问

题上已被众多学者采用并证明了其有效性 [17].鉴于
此，本文以小比例室内模型试验来探讨倾斜偏心荷

载下桩基的受力性能.目前国内外对倾斜荷载下桩
基受力性能试验研究主要针对于砂土地基单一地

基，而对黏性土环境中或多层地基研究相对较少.为
了进一步研究倾斜偏心荷载下单桩受力性能，参考

Meyerhof[1-3]等人的小比例试验模拟方法及主要参数
选取原则，本次试验分别采用黏土及砂性土模拟上

覆软弱地基及下卧优良持力层，选用木桩模拟实际

桩体.经过室内土工试验测量，可得桩和土体的相关
参数如表 1和表 2所示.图 3和图 4分别为本次模
型试验加载示意图和模型试验照片.为了消除试验
箱中桩-桩之间的相互影响，将桩与桩之间的最小距
离设为 400 mm，即约为 13倍的桩径，根据文献[18]
基桩的最大影响范围为 8倍桩径的结论，本试验可
忽略桩与桩之间相互影响.

表 1 桩的相关参数
Tab.1 Pile parameters

桩 d/mm L/mm L0 /mm I/10-8 m4 E/GPa
1# 30.73 1022 360 4.377 8.765
2# 32.43 1184 520 5.429 7.831
3# 31.57 1350 660 4.876 8.361

表 2 土体相关参数
Tab.2 Soil parameters

土类 H i /m w/% 酌/（kN·m-3） cu /kPa 渍/（毅） Es /MPa 滋

黏土 0.30 24.18 19.05 44.91 9.16 8 0.32
砂土 0.70 4.34 14.81 6.97 32.79 20 0.27

百分表

偏心荷载
竖向荷载

试验箱

粘土

水平荷载

桩

砂土

L

H2

H1

L0
de

图 3 试验加载示意图
Fig.3 Schematic diagram of test loading

图 4 模型试验装置
Fig.4 Model test device

图 5为当竖向荷载为 757.632 N，偏心弯矩为
22.491 N·m时，桩顶及地面处桩身水平位移的变化
曲线.由图 5可知，本文方法所得结果与模型试验结
果较为接近，而由于本文主要考虑土体弹性小变形

阶段，因此本文方法结果在加载后期略小于试验结
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果.同时，图 5还给出了本文方法不考虑 P-驻效应时
的计算结果，其与试验结果相差较大.图 6为当水平
荷载为 29.4 N时，桩顶及地面处桩身位移的变化曲
线.当竖向荷载小于 400 N时，本文方法与模型试验
结果吻合较好；而当竖向荷载大于 400 N时，两者之
间差值较大.这是由于当荷载较小时，桩周土体主要
表现弹性，此时理论值与实测值较为接近；而随着荷

载逐渐增大，上层黏土将表现明显的弹塑性和非线

性，并且塑性变形所占的比例越来越大，理论值逐渐

小于实测值.但由于实际工程中，基桩承受荷载时大
都处于低荷载水平以保证结构的稳定受力状态，因

此本文理论解答应用于工程实际是可行的.同时，作
为对比，图 5和图 6也给出了规范推荐方法，即 m法
的计算结果 . 以图 5（b）和图 6（a）为例，竖向荷载
757.632 N时，本文方法计算的地面处桩身位移与实
测值最大相差 6.9%，而 m法计算结果与实测值最大

25

20

15

10

5

025 30 35 40 45 50 55

实测值
本文方法m法
本文方法（不考虑 P-驻效应）

水平荷载/N
（a）桩顶水平位移

实测值
本文方法m法
本文方法（不考虑 P-驻效应）

25 30 35 40 45 50 55

4.0
3.5
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5

0
水平荷载/N

（b）地面处桩身水平位移
图 5 竖向荷载 757.632 N，偏心弯矩 22.491 N·m时桩

的水平荷载-位移曲线
Fig.5 Horizontal load-displacement curve of pile under

vertical load 757.632 N and bending moment 22.491 N·m

相差 14.6%；水平荷载 29.4 N时，本文方法计算的桩
顶水平位移与试验实测值最大相差 9.6%，而 m法计
算结果与实测值最大相差 19.5%.由此可见，与试验
结果相比，m法计算误差约为本文方法计算误差的 2
倍，因此本文方法在考虑 P-驻效应对桩身受力影响
时比 m法更加精确合理.

实测值
本文方法m法
本文方法（不考虑 P-驻效应）

0 200 400 600 800

16

12

8

4

0
竖向荷载/N

（a）桩顶水平位移

实测值
本文方法m法
本文方法（不考虑 P-驻效应）

0 200 400 600 800

1.6

1.2

0.8

0.4

0
竖向荷载/N

（b）地面处桩身水平位移
图 6 水平荷载为 29.4 N时桩的竖向荷载-水平位移曲线

Fig.6 Vertical load-horizontal displacement curve
of pile under horizontal load 29.4 N

为进一步验证本文方法，下面将本文方法与文

献[11]方法进行对比. Liang等[11]引用 Mindlin基本方
程，提出了轴、横向荷载共同作用单桩内力位移的边

界有限元解法，随后采用文献[18]模型试验的数据进
行了验证.本文采用与文献[11]相同的参数进行了计
算，结果如图 7所示.由对比可知，本文方法与文献
[11]方法计算结果极为接近.但与文献[11]的边界有
限元方法相比，本文计算方法相对更加简单，求解效

率更高，便于用于实际工程.
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桩身弯矩/（102 N·mm）
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Liang（2012）
本文方法

图 7 与已有文献理论方法的结果对比
Fig.7 Comparison with the results of existing methods

4 参数分析

参考实际工程，在本节的分析中，相关计算参数

的取值如下：桩长 L=60 m，自由段长度 L0=20 m，直
径 d =1.8 m，桩弹性模量 Ep=18 GPa.桩周土体分为 2
层，上层土体厚度 H1=6 m，弹性模量 Es1 = 10 MPa，泊
松比 滋s1 = 0.3；下层土体弹性模量 Es2 = 20 MPa，泊
松比 滋s2 = 0.2. 桩顶、桩端均自由 . Q0 = 400 kN，P0 =
4 000 kN，M0 = 400 kN·m.
4.1 竖向荷载与水平荷载相对大小的影响
图 6表明，随着竖向荷载的增加，桩身位移和弯

矩都增加，并且竖向荷载越大，其增加速度越快.由
此可见，竖向荷载和水平荷载的相对大小对基桩 P-
驻效应起着至关重要的作用.图 8给出了不同竖向
荷载和水平荷载下的桩身响应曲线.图 9给出了当
水平荷载为 600 kN时，不同竖向荷载下的桩身水平
位移和弯矩.由图分析可知，当水平荷载小于 200 kN
时，竖向荷载对桩身响应的影响较小，几乎可以忽略

不计；而当水平荷载大于 400 kN时，竖向荷载的 P-
驻增大效应较为明显.这是由于当水平荷载较小时，
桩身发生的挠曲变形较小，竖向荷载产生的附加弯

矩也较小；而当水平荷载较大时，桩身将发生较大的

挠曲变形，导致竖向荷载也会产生较大的附加弯矩.
此外，图 8和图 9亦可说明，当竖向荷载与水平荷载
的比值小于 5时，竖向荷载的 P-驻增大效应并不明
显，且在本文的计算假定下，桩身最大位移和最大弯

矩与水平荷载近似呈直线关系.而当竖向荷载和水
平荷载的比值大于 10时，竖向荷载对桩身响应的影
响非常显著，并且桩身最大位移和最大弯矩随水平

荷载增加而急剧增加.在实际工程中，作用在基桩顶

部的竖向荷载通常是远远大于水平荷载的，可见，在

进行桩基设计时，考虑竖向荷载的 P-驻增大效应是
非常必要的.
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（a）桩身最大水平位移
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（b）桩身最大弯矩

图 8 不同荷载比下桩身响应随水平荷载的变化曲线
Fig.8 Curve of pile response with horizontal

load under different load ratio
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（b）弯矩
图 9 水平荷载 600 kN时桩身位移和弯矩图

Fig.9 Diagram of pile displacement and bending moment
under horizontal load of 600 kN

4.2 自由段长度 L0的影响

自由段长度对桩身的变形起着重要控制作用.
为了研究自由段长度的影响，分别考虑了水平荷载

Q0 = 400 kN和 Q0 = 600 kN时，桩身最大位移和最大
弯矩随自由段长度变化曲线，同时作为比较，也给出

了不考虑 P-驻效应时的情况，计算结果如图 10所
示.结果表明，随着 L0增加，桩身最大位移和最大弯
矩都增加，并且 L0和 Q0的值越大，其增加速度越快.
从图 10中还可看到，随着 L0增加，不考虑 P-驻效应
所得的桩身最大位移和最大弯矩的偏差越来越大，

表明 P-驻效应对桩身响应的影响更加明显.
4.3 土体弹性模量和桩身刚度的影响

Zhang[10]和 Basu [15]等人的研究表明，倾斜受荷或
水平受荷基桩的水平响应主要由桩周浅层土体控制.
因此，这里重点研究上层土体弹性模量变化对桩顶

位移和桩身最大弯矩的影响.同时，为研究桩身抗弯
刚度的影响，考虑了 2种不同的桩身抗弯刚度，计算
结果如图 11所示.由图 11分析可知，随着上层土体
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图 10 桩身最大位移和弯矩随自由段长度 L0的变化曲线
Fig.10 Curve of maximum displacement
and bending moment with free length L0
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图 11 桩身最大位移和弯矩随土体弹性模量的变化曲线

Fig.11 Curve of maximum displacement and
bending moment with elastic modulus of soil

弹性模量增加，桩顶位移和桩身最大弯矩逐渐减小，

且减小幅度越来越小，同时竖向荷载的 P-驻增大效
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应也逐渐减小.此外，桩身响应受桩身抗弯刚度的影
响较大，桩身刚度越大，桩顶位移和桩身最大弯矩越

小，竖向荷载的 P-驻增大效应也越小.

5 结 论

本文引进能量原理，对倾斜偏心荷载作用基桩

的 P-驻效应进行了模拟，并结合室内模型试验进行
了验证，对其影响因素进行了分析，得出以下结论：

1）基于能量原理，建立了成层地基下三维基桩-
土体系统能量控制微分方程，并结合不同边界条件

及桩土位移条件，得到了倾斜偏心荷载下基桩位移

的半解析解答.
2）开展了基桩承受倾斜偏心荷载的室内加载试

验，室内观测结果与理论值的计算对比表明，本文理

论方法可较好地模拟复杂荷载下基桩 P-驻效应，在
实际工程中具有一定的应用价值.

3）对影响基桩 P-驻效应的各主要因素进行了对
比分析.计算结果表明，当竖向荷载和水平荷载的比
值大于 10时，该效应不能忽略；P-驻效应随桩顶自
由长度的增大而增大，而浅层地基的刚度与桩体刚

度则可在一定程度上制约 P-驻效应.
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