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直廓环面蜗杆传动的高次方修形原理

赵亚平 1†，李帅 1，陈新元 2，李公法 3
（1. 东北大学 机械工程与自动化学院，辽宁 沈阳 110819；

2. 武汉科技大学 机械传动与制造工程湖北省重点实验室，湖北 武汉 430081；
3. 武汉科技大学 冶金装备与控制技术教育部重点实验室，湖北 武汉 430081）

摘 要：系统地建立了高次方修形直廓环面蜗杆传动的数学模型，用微分几何和啮合理论

等理论推导了蜗杆副的曲率参数，啮合函数以及曲率干涉界线函数 .证明了直廓环面蜗杆的

齿面为不可展的直纹面，这与其蜗杆的齿面形成原理相吻合 .利用最小二乘法拟合无量纲化

的修形数据得到普适型高次方修形曲线，基于此曲线推导出工艺传动比的计算公式，得到高

次方修形蜗杆传动 .根据不同次修形曲线修形的数值算例分析表明，高次方修形可消除原始

型直廓环面蜗杆齿面的常接触线，有效的增大了蜗杆副齿面的共轭区面积，修形后蜗杆全长

可被利用，承载能力强 .但高次方修形后的蜗杆副齿面存在曲率干涉界线，有可能导致蜗杆副

发生根切 .
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High-order Modification Principle of Globoidal Worm Drive
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Abstract：The mathematical model of globoidal worm drive with high-order modification is established system⁃
atically. The curvature parameters，meshing function and curvature interference boundary function of worm pair are
derived by differential geometry and meshing theory. It is proved that the tooth surface of globoidal worm is an unde⁃
velopable ruled surface，which is consistent with the principle of tooth surface formation. The least squares method is
used to fit the dimensionless modification data to obtain a universal high-order modification curve. Based on the
curve，the calculation formula of the process transmission ratio is derived，and the high-order modification worm
transmission is obtained. According to the numerical examples of different modification curves，the analysis shows
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that the high-order modification can eliminate the constant contact line of the tooth surface of the original globoidal
worm，and effectively increase the conjugate area of the tooth surface of the worm pair. After the modification，the
full length of the worm can be used and the bearing capacity is strong. However，there is a curvature interference line
on the tooth surface of the worm pair after high-order modification，which may lead to undercutting of the worm pair.

Key words：worm gear；gear geometry；modification；curvature interference；transmission ratio

直廓环面蜗杆副最初由英国的Hindley于 1765
年首先发明［1］. 1909年，美国的 Cone进行了重要改

进 .实际上在此之前，德国的Lorenz博士就制成过这

种蜗杆副，并取得了专利权［2］.
与包络环面蜗杆副相比，直廓环面蜗杆副主要

优点为：1）一般不存在边齿变尖［3］. 2）在轴截面内，

相应蜗轮环面滚刀的齿廓为直线段［4］，有利于刀具

检验和测量 .但也存在一些不足之处［5］：1）其蜗轮齿

面上接触区面积较小 . 2）蜗杆螺旋面是不可展的直

纹面，难于按成形原理精确磨削 .
直廓环面蜗杆传动有原始型和修正型之分 .原

始型传动由于蜗轮齿面上存在所谓的“常接触线”，

容易造成蜗轮的早期失效，多不主张采用［6］.修正型

传动按原理可以归结为基于实测磨损量的自然修

形，和基于啮合理论的理性修形 .其中前者属于半经

验半解析的修形方法 .
自然修形最早由前苏联学者提出，通过实测获

得经过一定运转时间后的蜗杆分度环面上的磨损量

曲线，即所谓自然修形曲线［7］.进而采用抛物线对自

然修形曲线进行拟合，实现抛物线修形 .由于抛物线

修形在本质上属于变工艺传动比修形，在数控装置

普及之前，在生产实践中实现，有一定困难，因之曾

采用变参数修形予以替代［8］.
为了提高自然修形曲线的拟合精度，80年代曾

有学者提出高次方修形 .在自然修形的研究过程中，

长期没有获得加工修形蜗杆的工艺传动比的明确计

算式，后来得到该计算式后，也没有在啮合分析计算

的过程中，始终把工艺传动比当作变量处理，造成啮

合分析的结果不能准确反映蜗杆副的实际工作状

况［9］.作为自然修形的一个变种，曲率修形通过建立

修形量微分与蜗杆齿面曲率半径微分间的关系，修

正蜗杆齿厚达到修形目的［10］.
随着啮合理论的发展，诞生了理性修形 .其基本

原理是，在加工蜗杆或相应滚刀的过程中，蜗杆毛坯

与刀座的相对位置及相对运动，和蜗杆副啮合过程

中，蜗杆蜗轮的相对位置及相对运动，存在人为设置

的差异，实现修形，达到去除常接触线扩大共轭区的

目的 .由于上述差异可以人为设置，意味着理性修形

中，工艺传动比可以取常值，从而降低理性修形实现

的难度 .
理性修形中，可调参数较多，诸如：工艺中心距、

工艺传动比、刀座垂直高度、以及刀座轴线偏转角度

等等，从而形成各色修形传动 .不过，按照啮合特点，

这些修形传动可以划分为：Ⅰ型传动、Ⅱ型传动和角

修形传动等有限的类型 .理论研究表明，综合施加不

同参数修形，才能获得啮合性能较为优越的传动副 .
本文基于自然修形数据，对其无量纲化处理后，

用高次多项式拟合得到具有普适性的高次修形曲

线，推导了修形曲线与工艺传动比 i1d的关系式 . 根
据微分几何及齿轮啮合理论系统地建立了具有变工

艺传动比直廓环面蜗杆副的数学模型，证明了蜗杆

螺旋面是不可展直纹面 .并通过相关算例分析了高

次方自然修形直廓环面蜗杆的局部啮合性能 .

1 加工蜗杆工艺传动比的计算原理

1.1 高次方修形曲线

高次方修形曲线的优劣直接影响到蜗杆副的啮

合性能，既有文献中的修形曲线是在特定参数下得

到的 .为扩充修形曲线的适用范围，进一步提高拟合

精度，需建立普适型修形曲线 .
在精车蜗杆螺旋面的过程中，蜗杆绕其轴线的

转角为φ，车刀的所谓标称角度是φx，它们的几何关

系如图1所示 .据此可以把φx表示为

φx = α - φ
i12

（1）
式中，α是蜗杆分度环面压力角 .

文献［9］中对中心距 a = 500 mm、传动比 i12 = 8
的蜗杆副，按不同的标称角度 φx，实际测量修形量

Δ( )is ，共获得 i = 35组数据 (φ( )ix ，Δ( )is ). 建立修形曲线
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前，先对所得的数据无量纲化处理 .为此首先定义转

角系数

x = φxφw =
i12α - φ
i12φw

（2）
式中，φw为蜗杆包围蜗轮工作半角 .

r2

φd = φi12

αx

α

rb

Ood
iod

jod

图1 蜗杆转角φ与标称角度φx的关系

Fig.1 Relationship between worm angle φ
and nominal angle φx

同样定义修形量系数 Ii = Δ( )is Δf，根据文献［8］，

不同中心距、传动比条件下蜗杆啮入端修形量

Δf /mm可按下式计算

Δf = a (0.000 3 + 0.000 034i12 ) （3）
其中，a为蜗杆副标称中心距；式中10.25 ≤ i12 ≤ 59.

文献［9］中的数据，经上述方法处理后，得到的

无量纲化的修形数据列于表1.

表1 无量纲化修形数据结果

Tab.1 The result of dimensionless modification data

序号

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18

转角系

数 x

1.000 0
0.941 2
0.882 4
0.823 5
0.764 7
0.705 9
0.647 1
0.588 2
0.529 4
0.470 6
0.411 8
0.352 9
0.294 1
0.235 3
0.176 5
0.117 6
0.058 8
0

修形量系数

Ii = Δ i Δf
1.000 0
0.919 2
0.850 0
0.746 2
0.688 5
0.638 5
0.592 3
0.546 2
0.492 3
0.438 5
0.376 9
0.330 8
0.284 6
0.238 5
0.200 0
0.161 5
0.130 8
0.100 0

序号

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35

转角系数 x

-0.058 8
-0.117 6
-0.176 5
-0.235 3
-0.294 1
-0.352 9
-0.411 8
-0.470 6
-0.529 4
-0.588 2
-0.647 1
-0.705 9
-0.764 7
-0.823 5
-0.882 4
-0.941 2
-1.000 0

修形量系数

Ii = Δ i Δf
0.076 92
0.046 15
0.023 08
0.000 00
-0.015 38
-0.023 08
-0.030 77
-0.030 77
-0.034 62
-0.034 62
-0.030 77
-0.026 92
-0.015 38
0.000 00
0.019 23
0.046 15
0.076 92

对上述修形数据以最小二乘法拟合得到修形量

系数的函数为

In( x) =∑
k = 0

n

ck xk （4）
对式中多项式幂次 n取不同数值，可得到式中

不同次多项式的系数 ck，将计算的数值结果列于

表2.

以 3次修形量系数的函数为例，拟合得到的曲

线图像如图 2. x = -1，x = 0，x = 1分别对应蜗杆副

的啮出端、喉部和啮入端 .
由式（4）和表 2中的数据得到修形曲线函数表

达式为

Δ = Δf In( x) = Δf∑
k = 0

n

ck xk （5）
当多项式幂次 n = 2时，式（5）为抛物线修形曲

表2 各次修形曲线多项式系数

Tab.2 Polynomial coefficients of various modification curves

系数

c0

c1

c2

c3

c4

c5

c6

c7

3次曲线

9.985 7 × 10-2
5.005 6 × 10-1
4.279 0 × 10-1
-4.508 9 × 10-2

0
0
0
0

4次曲线

1.020 2 × 10-1
5.005 6 × 10-1
4.073 9 × 10-1
-4.508 9 × 10-2
-2.265 9 × 10-2

0
0
0

5次曲线

1.020 2 × 10-1
5.212 5 × 10-1
4.073 9 × 10-1
-1.368 7 × 10-1
2.265 9 × 10-2
7.839 5 × 10-2

0
0

6次曲线

9.639 6 × 10-2
5.212 5 × 10-1
5.200 4 × 10-1
-1.368 7 × 10-1
-2.993 5 × 10-1
7.839 5 × 10-2
2.247 4 × 10-1

0

7次曲线

9.640 × 10-2
5.118 4 × 10-1
5.200 4 × 10-1
-5.575 1 × 10-2
-2.993 5 × 10-1
-9.220 0 × 10-2
2.247 4 × 10-1
1.008 4 × 10-1
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线函数；当n > 2，即为高次方修形曲线函数 .
1.0
0.8
0.6
0.4
0.2
0

-0.2

修
形

量
系

数
I n（
x）

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0
转角系数 x

图2 3次修形量系数的函数曲线

Fig.2 The curve of the coefficient
of the cubic modification amount

通过提高拟合多项式的次数 n，可以提升式（4）
的拟合精度 . 为此基于表 1中数据计算各次曲线的

误差，其结果如表3所示 .
表3 各次曲线的总误差

Tab.3 Total error of various curves

曲线次数

2
3
4
5
6
7

∑
i = 1

35
[ ]I i - I ( x( )i ) 2

6.985 2 × 10-2
5.438 5 × 10-2
5.323 9 × 10-2
4.935 9 × 10-2
3.998 0 × 10-2
3.945 7 × 10-2

由表 3可知，单纯提高拟合多项式的次数，并不

能显著提升拟合精度 .
1.2 工艺传动比与修形曲线函数的关系

由图 1可建立加工蜗杆毛坯时刀具的附加转动

Δφd与修形量变化的关系式

Δφd = Δr2 =
Δf
r2
In( x) （6）

式中，r2为蜗轮分度圆环半径 .
因此，加工修正型直廓环面蜗杆时刀具转角为

φd = φ
i12
- Δφd= φ

i12
- Δf
r2
In( x) （7）

任意转角下刀座与蜗杆的传动比为

i1d = 1/ ( dφddφ ) =
i12

1 + Δf
r2φw

I′n( )x
（8）

在式中，啮入端修形量Δf、蜗轮分度圆半径 r2和
工作半角 φw均为常值且为正数 . 因此，工艺传动比

i1d与公称传动比 i12的大小关系由 I′n( x) =∑
k = 1

n

kck xk - 1

决定 . 在图 2中，I′n( x) 为曲线的斜率，由此可知

I′n( x) = 0对应的转角系数在 x = -0.5左右，在 x =
-0.5附近右侧，I′n( x) > 0，i1d < i12；在 x = -0.5附近左

侧 I′n( x) < 0，i1d > i12.

2 高次方修形蜗杆传动啮合理论

2.1 坐标系的选取及直线刀刃方程

如图 3，直廓环面蜗杆的齿面是由直线刃车刀加

工而成，与蜗杆相配对的蜗轮是由与蜗杆形状相同

的滚刀加工而成 .

a
u

rb

Od
φd

～
jo1

～
jd
～
jod

～
id

～
iod

～
ko1（

～
k1）O1

图3 直廓环面蜗杆成型原理

Fig.3 The forming principle of straight profile toroidal worm

图 3中 u为直线刃车刀参数，由此可得刀刃直线

方程

( rd ) d = -uid + rb jd （9）
根据蜗杆副加工啮合原理，可确定各坐标系的

位置关系，建立如图4坐标系系统 .
该坐标系系统由六个坐标系组成，其中坐标系

σi{Oi；ii，ji，ki} ( i = 1，2)和σd{O；id，jd，kd}为动坐标

系，分别与蜗杆、蜗轮和刀具固连，其余坐标系为静

坐标系，且与机架固连 .图中φ为刀具加工蜗杆时蜗

杆转角，φ1为加工蜗轮时刀具转角 .
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O1

～
i1

～
j1

～
jo1

～
jd

～
j2

～
kod（

～
ko2）

～
jod（

～
jo2）

～
iod（

～
io2） ～

id
～
i2

～
ko1（

～
k1）


ω2

φd
φ2

φ1（φ）
～
io1

O（O2）


ω1

图4 坐标系的位置关系

Fig.4 The positional relationship of the coordinate system

对式（9）做旋转矩阵变换得到σod中刀刃直线族

方程为

( rd ) od = R [ kod，φd ] ( rd ) d = xodiod + yod jod （10）
式 中 ： xod = -u cos φd - rb sin φd， yod = -u sin φd +
rb cos φd，R [ kod，φd ]为绕 kod旋转的矢量矩阵［11］.进而

由式（10）求得σ1中蜗杆螺旋面方程

(r1 )1 = aR [ k1，- φ] io1 +
R [ ]k1，- φ R é

ë
êêêê io1，π2 ù

û
úúúú ( rd ) od

（11）
2.2 直廓环面蜗杆螺旋面不可展性的数学证明

σ1中蜗杆的螺旋面方程也可以写成以下形式

( r1 ) 1 = ρ(φ) + ut(φ ) （12）
其中

ρ(φ) = Rk1，-φR é
ë
êêêê io1，π2 ù

û
úúúú R [ kod，φd ] [ ( )a cos φd id+

]( )rb - a sin φd jd
t(φ ) = -R [ k1，- φ] R é

ë
êêêê io1，π2 ù

û
úúúú R [ kod，φd ] id

式（12）与直纹面的标准方程相符 .在此基础上

证明其不可展 . 从式（12）计算导矢，分别令 ρ(φ)、
t(φ )对φ求导

ρ′(φ) = R [ k1，- φ] R é
ë
êêêê io1，π2 ù

û
úúúú R [ kod，φd ] é

ë
ê
êê
ê- 1i1d id+

]( )a - rb sin φd kd

t′(φ ) = R [ k1，- φ] R é
ë
êêêê io1，π2 ù

û
úúúú R [ kod，φd ] æ

è
ç
çç
ç- 1i1d jd-

)cos φdkd
求得 ρ′(φ)，t′(φ)和 t(φ)的混合积为

[ ρ′(φ)，t(φ)，t′(φ) ] = 1
i1d ( a - rb sin φd ) ≠ 0

（13）
这与可展曲面的判定条件相悖，即直廓环面蜗

杆的螺旋面为不可展 .综上可得，直廓环面蜗杆的螺

旋面为不可展的直纹面 .
2.3 蜗杆螺旋面的两类基本量及曲率参数

由式（11）可得u、φ两个方向偏导矢

( r1u) 1 = t(φ ) （14）
( r1φ ) 1 = ρ′(φ) + ut′(φ ) （15）
根据微分几何理论求得直廓环面蜗杆螺旋面的

第一类基本量为

E = ( r1u )1 ⋅ ( r1u )1 = 1，F = ( r1u )1 ⋅ ( r1φ )1 = rb
i1d

，

G = ( r1φ )1 ⋅ ( r1φ )1 = ( xod + a) 2 + ( )u2 + rb 2
i1d 2

（16）
由式（14）（15）及第一类基本量求得坐标系 σ1

中蜗杆的螺旋面单位法向量为

(n1 ) 1 = ( r1u )1 × ( r1φ )1D =
1
D R [ k1，- φ] R é

ë
êêêê io1，π2 ù

û
úúúú R [ kod，φd ]×

ù

û
ú
úú
ú)[ (a + xod jd + u

i1d
kd （17）

式中：D = EG - F2 = æ

è
ç
çç
ç

ö

ø
÷
÷÷
÷u

i1d

2
+ ( )a + xod 2 .

为计算螺旋面的第二类基本量，分别计算蜗杆

螺旋面方程对u、φ的二阶偏导矢

( r1uu ) 1 = 0 （18）

( r1uφ )1 = g1( - φ) cos φd - m1( )-φ，- φd
i1d

（19）
( r1φφ )1 = 2yodi1d g1( - φ) - D1e1( - φ) +

æ

è
ç
çç
ç xod

d2φd
dφ2 -

yod
i1d 2

ö

ø
÷
÷÷
÷ k1 （20）

式中：g1( - φ)，e1( - φ)为圆向量函数，m1( - φ，- φd )
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为球向量函数［12］. D1 = xod
i1d 2

+ yod d
2φd
dφ2 + a + xod，

d2φd
dφ2 = -

Δf
r2i12 2φw 2

∑
k = 2

n

k (k - 1)ck xk - 2.
从式（17）（18）（19）和（20），可以计算出直廓环

面蜗杆螺旋面的第二类基本量如下：

L = (n1 ) 1 ⋅ ruu = 0
M = (n1 ) 1·ruφ = rb sin φd - ai1dD

N = (n1 ) 1·rφφ = a + xodD [ ( )a + xod sin φd -
ù

û

ú
úú
úu

d2φd
dφ2 -

rb
i1d 2

- 2uyod
i1d 2D

（21）
沿 u方向的单位切向量 (αξ ) 1和正交于 (αξ ) 1的

单位切矢量(αη ) 1可表示为［12］

(αξ ) 1 =
( )r1u 1

|
|
|||||

|
|||| ( )r1u 1

= t(φ ) （22）

(αη ) 1 = (n1 ) 1 × (αξ ) 1 = (n1 ) 1 × t(φ ) （23）
由蜗杆螺旋面的两类基本量可计算得沿 (αξ ) 1

方向法曲率、测地挠率和蜗杆螺旋面的平均曲率为

kξ = LE = 0，τξ =
EM - FL
ED = MD （24）

H = EN - 2FM + GL2D2 = N - 2FM2D2 （25）
2.4 蜗轮的齿面方程及啮合函数

设蜗杆的角速度为| ω1 | = 1 rad/s，则在σo1中，蜗

轮的角速度(ω2 ) o1和蜗杆副的相对角速度分别为

(ω2 ) o1 = - 1i12 jo1 （26）

(ω12 ) o1 = (ω1 ) o1 - (ω2 ) o1 = 1
i12
jo1 + ko1 （27）

由旋转变换得到σo1中蜗轮齿面生成面族方程

( r*1 ) o1 = R [ ko1，φ] ( r1 ) 1 （28）
同理蜗轮齿面生成面族的单位法向量也可由旋

转矩阵变换得到

(n*1 ) o1 = R [ ko1，φ1 ] (n1 ) 1 （29）
在σo1中蜗杆螺旋面和蜗轮齿面啮合的相对速

度矢量为

(V12 ) o1 = (ω12 ) o1 × ( r*1 ) o1 - (ω2 ) o1 × (     
O2O1 ) o1=

é

ë
ê
êê
ê yod
i12
- ( xod + a) sin (φ1 - φ)ù

û
ú
úú
ú io1+

( xod + a) cos (φ1 - φ) æ
è
ç
çç
ç jo1 - 1

i12
ko1ö

ø
÷
÷÷
÷ （30）

σo1中两个单位切向量(αξ ) o1和(αη ) o1为
(αξ ) o1 = R [ ko1，φ1 ] (αξ ) 1 = R [ ko1，φ1 ] t(φ )（31）
(αη ) o1 = R [ ko1，φ1 ] éëêêêê(n1 ) 1 × t(φ )ùûúúúú （32）
由式（29）和式（30）推导啮合函数如下［13-15］：

Φ (u，φ，φ1 ) = (n*1 ) o1 ⋅ (V12 ) o1=
1
i12D

[ A sin (φ1 - φ) + B cos (φ1 - φ) + C ] （33）
式 中 ，A = uyodi1d ，B = ( xod + a) (u - a cos φd )，C =

( xod + a) æ
è
ç
çç
ç a cos φd - i12i1d u

ö

ø
÷
÷÷
÷.

由蜗杆副满足关系Φ (u，φ，φ1 ) = 0可得

A sin (φ1 - φ) + B cos (φ1 - φ) + C = 0 （34）
对式（34）进行三角变换

sin (φ1 - φ + ϕ) = - C

A2 + B2 （35）
式中ϕ满足以下关系：

sinϕ = B

A2 + B2 ，cosϕ =
A

A2 + B2 .
由式（35）得到一个啮合周期内φ1的两个解：

φ1 A = φ - ϕ - arcsin C

A2 + B2
φ1 B = φ - ϕ + π + arcsin C

A2 + B2
这两个解分别表示在子共轭区ΣA和ΣB中 φ1与

u、φ的关系 .在σ2中蜗轮齿面两个子共轭区ΣA和ΣB
的方程分别为

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

( )r2 2 = R
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
úk2，- φ1i12 { }R é

ë
êêêê ù

û
úúúúio2，- π2 ( )r*1 o1 - aio2 =

x2i2 + y2 j2 + z2k2
Φ ( )u，φ，φ1 = 0

（36）
x2 =[ ( xod + a) cos (φ1 - φ)- a] cosæ

è
ç
çç
ç
φ1
i12

ö

ø
÷
÷÷
÷ + yod sin æ

è
ç
çç
ç

ö

ø
÷
÷÷
÷

φ1
i12

25



湖南大学学报（自然科学版） 2022年

y2 = [ a - ( xod + a) cos (φ1 - φ) ] sin æ
è
ç
çç
ç
φ1
i12

ö

ø
÷
÷÷
÷ +

yod cosæ
è
ç
çç
ç

ö

ø
÷
÷÷
÷

φ1
i12

z2 = -( )xod + a sin (φ1 - φ )
由式（33）对φ1微分得到直廓环面蜗杆副的啮合

极限函数Φφ1为

Φφ1 = ∂Φ∂φ1 =
1
i12D

[ A cos (φ1 - φ) - B sin (φ1 - φ) ]
（37）

直廓环面蜗杆啮合过程中的瞬时接触线的法向

量为

(N) o1 = Nξ(αξ ) o1 + Nη(αη ) o1 （38）
式中：Nξ = τξ(V12 ) o1·(αη ) o1 + (ω12 ) o1·(αη ) o1，Nη =
2H (V12 ) o1·(αη ) o1 + τξ(V12 ) o1·(αξ ) o1 - (ω12 ) o1·(αξ ) o1.

各项因式乘积的计算结果表示如下：

(V12 ) o1·(αξ ) o1 =
- ( )rb - a sin φd cos ( )φ1 - φ + a sin φd

i12

(V12 ) o1·(αη ) o1 = yod
i12D ( xod + a) sin (φ1 - φ) - ( )xod + a 2

D +
u [ ]( )a cos φd - u cos ( )φ1 - φ - a cos φd

i12i1dD

(ω12 ) o1·(αξ ) o1 = - cos φdi12
sin (φ1 - φ) - sin φd

(ω12 ) o1·(αη ) o1 = 1
i12D

é

ë

ê
êê
ê
ê
êu sin φd sin ( )φ1 - φ

i1d
-

]( )xod + a cos ( )φ1 - φ - u cos φdi1dD

据式（37）（38）可求得曲率干涉界限函数为

Ψ = Nξ(V12 ) o1·(αξ ) o1 + Nη(V12 ) o1·(αη ) o1 + Φφ1

（39）
同时可求得瞬时接触线法线方向的诱导法曲率

k( )12
N 和曲率滑动角 θvt如下：

k( )12
N = N 2

Ψ = Nξ 2 + Nη
2

Ψ （40）

θvt = arcsin
æ

è

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ç

ç

ç

ç || Ψ - Φφ1
|

|
|
||
||

|
|
||
| ( )V12

o1
Nξ 2 + Nη 2

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷

（41）

3 数值算例分析

仿真分析部分采用数值算例的蜗杆副参数为

Z1 = 2，a = 280 mm，i12 = 25.表 4中给出了算例所需

参数的计算方法及其数值结果［16-17］.
表4 蜗杆副参数

Tab.4 Worm pair parameters

参数名称

蜗杆分度圆直径 /mm
蜗杆分度圆直径 /mm

蜗轮齿宽 /mm
蜗轮基圆直径 /mm
分度圆压力角 / (°）

蜗轮齿数

蜗轮端面模数 /mm
蜗杆包围蜗轮齿数

蜗杆包围蜗轮工作半角/ (°)
蜗杆工作长度 /mm

蜗杆齿顶圆直径 /mm
蜗轮齿顶圆直径 /mm

蜗轮齿顶圆最大直径 /mm
蜗杆齿顶圆弧半径 /mm
蜗轮齿顶圆弧半径 /mm
蜗轮齿根圆弧半径 /mm

啮入端修形量 /mm
3次修形速比修正量区间

4次修形速比修正量区间

5次修形速比修正量区间

6次修形速比修正量区间

7次修形速比修正量区间

计算方法

d1 ≈ 0.681a0.875
d2 = 2a - d1
b2 = 0.25a
db ≈ 0.625a

α = arcsin æ
è
ç
çç
ç
db
d2

ö

ø
÷
÷÷
÷

Z2 = i12Z1
m t = d2Z2
Zk = Z2 /10

φw = π
Z2 (Zk - 0.5)

Lw = d2 sin (φw )
da1 = d1 + 1.5m t

da2 = d2 + 1.5m t

dea2 ≈ da2 + m t

Ra1 = a - 0.5da1
Ra2 ≥ 0.53( da1 - 3.4m t )
R f2 = 0.5da1 + 0.2m t

按式（3）计算

Δi = i1d - i12

数值

94
466
70
175

22.058 9
50

9.320 0
5

16.380 9
131.415 1
107.98
479.98
489

226.010 0
41

55.854 0
0.323 9

[-0.147 9，0.070 4 ]
[-0.153 9，0.078 7 ]
[-0.170 8，0.051 0 ]
[-0.206 2，0.122 6 ]
[-0.216 9，0.094 9 ]

3.1 原始型直廓环面蜗杆传动的啮合特性

图 5基于蜗杆传动啮合理论，令 i1d = i12可以得

到无修形的原始型传动 .按表 4中的技术参数，绘出

了原始型传动的共轭区与接触线 .
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图5 原始型直廓环面蜗杆啮合特性

Fig.5 Meshing characteristics of primitive
straight profile toroidal worm

图 5（a）为蜗杆螺旋面在{O1；yo1，zo1}平面上的

投影 .区域ABCD为传动副的共轭区ΣA，由式（34）可

知，此区域内 φ1 = φ，AB线和CD线分别代表蜗杆的

啮入端与啮出端 .
图 5（b）为蜗轮齿面在{O2；z2，RB}平面上的投

影，纵坐标 RB = x22 + y 22 . AB线、CD线以及接触线

1-5重合，此区域退化为常接触线 .区域A*B*FE为传

动副的新接触区ΣB.蜗杆螺旋面上的 A*B*线代表共

轭区ΣB的啮入端，EF线为传动副的曲率干涉界线，

沿此线Ψ = 0.同时EF线是共轭区ΣA与ΣB的公共边

界，构成传动副啮合界线，沿此线
∂Φ
∂φ1 = 0.因此在蜗

轮齿面上EF线不起曲率干涉界线的作用，不引起曲

率干涉，只对在蜗杆齿面上共轭区ΣB起啮合界线的

作用 .沿EF线传动副瞬时接触线法矢量N = 0，因此

它是瞬时接触线的奇点轨迹 .
分别在瞬时接触线与蜗轮齿顶、蜗杆分度圆和

蜗杆齿顶交点处选取 3个采样点，计算采样点诱导

法曲率 k( )12
N 和滑动角 θvt的数值结果列于表 5中 .数据

表明，在整个ΣB区上，k( )12
N 的值较小，即齿间的接触

应力小，油膜厚度相应增大［18］.且该子共轭区的 θvt值
较大，尤其在EF线附近数值接近 90°，表明形成油膜

的条件良好 .
表5 原始型直廓环面蜗杆啮合质量

Tab.5 Meshing quality of original globoidal worm drive

计算点

a

b

c

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

瞬时接触线

1 - 5
0
-
0
-
0
-

1′
0.006 5
47.960 6
0.004 9
54.775 2
0.003 9
60.414 6

2′
0.005 2
53.162 5
0.003 9
59.785 3
0.003 2
64.931 4

3′
0.003 2
61.031 1
0.002 6
66.506 5
0.002 2
70.611 9

4′
0.001 3
73.517 1
0.001 2
76.200 6
0.001 1
78.192 4

5′
0
0/0

0.000 1
89.226 0
0.000 2
88.775 4

3.2 高次方修形直廓环面蜗杆传动的啮合特性

为了防止过于繁冗，文中只给出 3次、5次和 7次
曲线修形直廓环面蜗杆副的算例分析，如图 6-7和
图8所示 .
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图6 3次曲线修形后蜗杆副啮合特性

Fig.6 The meshing characteristics of
the worm pair after cubic curve modification
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图7 5次曲线修形后蜗杆副啮合特性

Fig.7 The meshing characteristics of the worm
pair after the fifth power curve modification

图 6（a）和图 7（a）中，区域 ABHG为子共轭区ΣA，

相比于原始型直廓环面蜗杆副，ΣA区不再退化为常

接触线 .但区域内存在曲率干涉界线GH，ΣA区不能

贯彻蜗杆螺旋面的始终 .区域 A*B*D*C*为子共轭区

ΣB，区域内的啮合界线被消除，子共轭区ΣB扩大至

蜗杆的啮出端，C*D*线为啮出端的反映线 .这表明，

修形后的蜗杆仍为全长可用，且在啮入端附近实现

部分双线传动 .
图 6（b）和图 7（b）中，蜗轮齿面上的子共轭区ΣA

和ΣB均增大 .且与 3次修形相比，5次修形的ΣA区更

大一些 .
表6和表7中，ΣA区的诱导法曲率 k( )12

N 值较小，滑

动角 θvt值较大，啮合性能良好 . 相比于原始型直廓

环面蜗杆，修形后ΣB区中的诱导法曲率并无明显变

化，滑动角 θvt值略微增大，油膜的形成条件更良好 .
在曲率干涉界线GH上Ψ = 0，诱导主曲率无限大，接

触应力也无限大，导致蜗杆副失效 .
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图8 7次曲线修形直廓环面蜗杆啮合特性

Fig.8 The meshing characteristics of the worm
pair after the seventh power curve modification

表6 3次修形直廓环面蜗杆啮合质量

Tab.6 Meshing quality of cubic
curve modified globoidal worm drive

计算点

a

b

c

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

瞬时接触线

1
0.117 0
83.459 3
0.074 7
84.671 5
0.049 8
85.786 4

1′
0.007 6
50.982 8
0.006 6
56.097 1
0.005 9
61.400 3

2′
0.005 6
61.667 3
0.005 2
66.731 9
0.005 0
70.325 8

3′
0.002 6
83.950 0
0.002 7
83.059 9
0.002 8
82.633 5

4′
0.006 9
86.486 7
0.003 3
87.416 0
0.001 8
88.202 2

5′
0.015 5
83.154 2
0.008 6
82.409 3
0.004 7
80.608 5
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表7 5次修形直廓环面蜗杆啮合质量

Tab.7 Meshing quality of fifth power
curve modified globoidal worm drive

计算点

a

b

c

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

瞬时接触线

1
0.038 8
83.470 8
0.026 4
84.731 4
0.019 1
85.876 5

1′
0.006 6
51.514 5
0.005 6
56.332 6
0.004 8
61.528 4

2′
0.005 5
61.697 5
0.005 1
66.776 2
0.004 9
70.382 2

3′
0.002 7
83.850 1
0.002 8
82.961 9
0.002 9
82.540 4

4′
0.006 3
86.391 2
0.003 0
87.302 0
0.001 6
88.084 3

5′
0.033 9
83.430 5
0.021 2
82.825 1
0.014 0
81.335 3

提高修形曲线的拟合幂次后，子共轭区ΣA面积

可以明显增大，如图 8所示，ΣB区的啮出端反映线

C*D* 部 分 进 入 ΣA 区 . D* 点 的 蜗 杆 转 角 φ (D
* )1 =

1 357.7°，曲率干涉界线 GH与蜗杆齿顶环面交点 H

的蜗杆转角 φ (H )1 = 286.19°. 由于 φ (D
* )1 > φ (H )1 ，说明 ΣB

区的蜗杆啮出端反映线C*D*，在曲率干涉界线GH之

后进入了共轭区ΣA，因此可以将其D*NH区域切除，

也就是切除了曲率干涉界线 GH靠近蜗轮齿根的部

分NH. N点为蜗轮齿面上曲率干涉界线 GH和 C*D*

线的交点，可通过求解由曲率干涉界线函数Ψ = 0、
蜗杆啮出端边界条件、以及ΣA和ΣB中N点在坐标系

{O2；z2，RB}中横纵坐标分别相等构成的方程组确

定［19］.在蜗杆螺旋面上，D*N线是啮出端在共轭区ΣA

内的反映线，如图8（a）所示 .
位于该区上的瞬时接触线 1是根据 A点到 G点

蜗杆转角的中间值得到的，其明显更靠近边界MNG，

这说明ΣA区内瞬时接触线分布不均匀，在边界MNG

附近瞬时接触线更密集，在蜗杆副的传动过程中接

触频率更高，容易发生点蚀 .
表 8中给出了 7次修形曲线修形后诱导法曲率

k( )12
N 和滑动角 θvt的计算结果 . 相比于表 6和表 7，ΣA

区内滑动角 θvt变化不大，但诱导法曲率 k( )12
N 更小，齿

间接触应力变小，油膜厚度增加 .在ΣB区上，诱导法

曲率 k( )12
N 无明显变化，啮入端的滑动角 θvt增大，啮出

端的滑动角 θvt减小，但都处于较好的状态，有利于蜗

杆副的传动 .

表8 7次修形直廓环面蜗杆啮合质量

Tab.8 Meshing quality of seventh power curve
modified globoidal worm drive

计算点

a

b

c

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

k( )12
N /mm-1
θvt / (°)

瞬时接触线

1
0.014 4
83.417 8
0.010 2
84.666 8
0.007 7
85.811 5

1′
0.004 7
55.289 4
0.003 9
59.472 3
0.003 1
64.377 1

2′
0.006 0
63.224 4
0.005 7
68.294 5
0.005 7
71.898 4

3′
0.002 5
83.832 5
0.002 6
83.319 1
0.002 6
83.090 3

4′
0.007 9
77.890 7
0.003 8
81.627 2
0.002 0
84.071 7

5′
0.009 2
78.723 0
0.004 9
70.967 4
0.002 5
73.119 5

4 结 论

通过对修形数据无量纲化处理，推导出了更具

普适性的高次方修形曲线函数，在此基础上获得了

加工直廓环面蜗杆螺旋面的工艺传动比的计算式 .
从而通过工艺传动比，把修形曲线的影响引入啮合

分析的计算，改变了既有文献中只考虑修形曲线对

蜗杆齿厚影响的旧观念 .在这个意义上，基于修形曲

线的修形应属于变传动比修形，工艺传动比在本质

上是时间的函数 .数值结果表明，单纯提高修形曲线

函数的幂次，对于提升修形曲线拟合精度的作用是

十分有限的 .
基于旋转变换矩阵，全面建立了高次方修正型

直廓环面蜗杆传动的啮合理论，通过所得到的工艺

传动比公式，精确地考虑了修形曲线的影响，弥补了

先前文献在这方面的不足，严格论证了其蜗杆螺旋

面为不可展的直纹面 .
数值计算结果表明，高次方修形可以去除蜗轮

齿面的常接触线，并扩大接触区，同时使蜗杆全长参

与啮合，且在入口部分保持一定长度的双线接触 .高
次方修形对诱导主曲率及滑动角等局部啮合性能指

标影响不大 .主要不足之处是，蜗轮齿面中部靠近齿

顶部位存在一定程度的曲率干涉，提升修形曲线函

数的幂次，可以消减蜗轮齿面上曲率干涉界线的长

度，但难以将其去除净尽 .
综合考量，高次方修形需按一定规律改变加工

蜗杆的工艺传动比，在工艺方面相对比较复杂，又存

在一定程度的曲率干涉，因此不宜单独采用 .
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