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基于改进LuGre摩擦模型的机器人关节
模糊自适应反步控制

李俊阳 1，2†，赵琛 1，2，夏雨 1，2，甘来 1，2
（1. 重庆大学 机械传动国家重点实验室，重庆 400044；

2. 重庆大学 机械与运载工程学院，重庆 400044）

摘 要：为实现机器人关节在非线性摩擦和外界未知干扰力矩等因素影响下的精确和稳

定控制，通过改进LuGre摩擦模型来描述系统的非线性摩擦特性，采用自适应算法进行摩擦补

偿来逼近摩擦力的变化，并采用模糊神经网络逼近外界未知干扰力矩对系统的影响 .引入正

切障碍李雅普诺夫（Lyapunov）函数对输出信号进行约束，使误差被限制在给定范围之内 .利用

双曲正弦函数跟踪微分器解决了虚拟输入微分引起的“微分爆炸”和一阶滤波器精度差问题，

将自适应控制方法与反步控制理论相结合，提出了一种带摩擦补偿的模糊自适应反步控制方

法 .利用 Lyapunov判据证明了闭环系统的所有误差最终一致有界，并通过仿真得出本文所提

出的控制方法相比于传统 PID与神经网络动态面控制（Radial Basis Function Dynamic Surface
Control，RBFDSC），位置跟踪误差分别提高了近7.5%和3%；当LuGre模型参数变化时，自适应算

法也可以精确对摩擦力进行跟踪补偿，从而验证了本文所提出的控制策略的有效性和鲁棒性 .
关键词：改进LuGre摩擦模型；正切障碍李雅普诺夫函数；自适应反步控制；模糊神经网络
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Abstract：In order to achieve precise and stable control of the robot joint under the influence of nonlinear fric⁃
tion and unknown external disturbance moment, the LuGre friction model is modified to describe the nonlinear fric⁃
tion characteristics of the system, and an adaptive algorithm is used to compensate the friction to approximate the
change of friction. The fuzzy neural network is used to approximate the influence of unknown external disturbance mo⁃
ment on the system. In this paper, the tangent barrier Lyapunov function is introduced to constrain the output signal,
so that the error is limited within a given range. A hyperbolic sine function tracking differentiator is used to solve the

“differential explosion”caused by virtual input differentiation and the poor accuracy of the first-order filter. A fuzzy
adaptive backstepping control method with friction compensation is proposed by combining the adaptive control
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method with the backstepping control theory. Lyapunov criterion is used to prove that all the errors of the closed-loop
system are uniformly bounded. Simulation results show that，compared with the traditional PID control and RBFDSC,
the position tracking error of the proposed control method is improved by nearly 7.5% and 3%, respectively. More⁃
over, when the parameters of the LuGre model are changed, the adaptive algorithm can accurately track and compen⁃
sate for the friction force, thus verifying the effectiveness and robustness of the proposed control strategy.

Key words：modified LuGre friction model；tangent barrier Lyapunov function；adaptive backstepping control；
fuzzy neural networks

谐波减速器作为机器人柔性关节主要零部

件［1-2］，具有小体积、大扭矩等特点［3］，但是由于谐波

减速器传动时波发生器与柔轮内壁、柔轮齿与刚轮

齿存在复杂的滑动摩擦接触，导致整个减速器不同

的工况环境条件下存在较强的非线性摩擦，且对外

界未知干扰力矩敏感 .因此，研究谐波传动系统的动

力学特性，并提出有效的控制策略以实现对非线性

摩擦以及外界未知干扰力矩的高精度补偿，具有十

分重要的理论研究意义和工程应用价值［4］.
LuGre摩擦模型［5］能精确地描述摩擦的各种动

静态特性，如黏滑运动、预位移等，因此在基于模型

的摩擦补偿中得到了广泛应用 .党选举等［6］基于 Lu⁃
Gre摩擦模型对液压系统进行摩擦补偿；罗阳等［7］基
于谐波齿轮传动的非线性特性，提出了一种基于记

忆特性迟滞刚度和 LuGre动态摩擦的谐波齿轮传动

动力学模型，但如何准确辨识 LuGre模型参数仍是

难点；Huang等［8］提出了基于 LuGre模型的机电伺服

系统摩擦自适应补偿方法，证明其所提出的自适应

补偿方法能很好地估计或减少摩擦和间隙的不利影

响，提高了跟踪效果；Yue等［9］基于光电跟踪系统提

出了一种改进的 LuGre模型，并利用遗传算法对摩

擦模型的动静态参数进行辨识，需辨识的参数数目

庞大且对理论要求高 .综上，LuGre模型虽得到广泛

应用，但模型参数会随着外界条件的变化而变化，因

此，如何更加准确地描述 LuGre模型，又如何对变换

的参数进行摩擦补偿，成为研究的焦点 .
反步控制是非线性控制中的一种重要方法［10］，

其与神经网络、模糊逻辑、命令滤波器的结合是目前

研究的热点［11-14］.王冬冬等［15］在经典反步控制基础

上，采用有限时间命令滤波，并设计了误差补偿，最

终保证了柔性关节闭环系统有限时间收敛；Sun等［16］

基于径向基函数神经网络的特性，将反步控制的应

用范围扩大到更一般的随机非线性系统，保证了所

有闭环信号有界，跟踪误差收敛在一个足够小的领

域内；李晓光等［17］采用最小二乘算法辨识了模型参

数，并将反步控制与滑模控制相结合，设计了自适应

滑模反步控制器，并与传统 PID［18-20］控制进行比较，

提高了其动态响应速度，跟踪精度高，抗干扰能

力强 .
针对机器人柔性关节谐波驱动系统，考虑温度、

载荷等工况对传动界面摩擦的影响，通过引入改进

参数 φ和 ξ自适应分别对 LuGre摩擦模型中的静态

摩擦参数和动态摩擦参数进行补偿，采用模糊神经

网络自适应逼近外界干扰力矩对谐波驱动系统的影

响，引入正切障碍 Lyapunov函数对输出信号进行约

束，使得位置跟踪误差被限制在给定范围之内，并利

用双曲正弦函数跟踪微分器解决虚拟输入微分引起

的“微分爆炸”和一阶滤波器精度差问题，最终提出

了基于改进的 LuGre摩擦模型的机器人关节模糊自

适应反步控制策略 .

1 动力学模型

1.1 系统动力学模型

机器人关节在工作中存在着柔性变形、非线性

摩擦和外界未知干扰等因素，综合考虑存在因素的

影响，建立柔性滤波驱动机构的动力学模型［21］：

ì
í
î

ïï

ïï

J1 q̈1 + c1 q̇1 + F f( )q̇1 - K ( )q2 /N - q1 + τ1 = 0
J2 q̈2 + c2 q̇2 + ( )K/N ( )q2 /N - q1 + τ2 = u

（1）
式中：q1、q̇1、q̈1分别为负载端的位移、速度、加速度；

J1、c1、τ1分别表示负载端的转动惯量、阻尼系数和外

界未知干扰力矩；q2、q̇2、q̈2分别为电机端的位移、速

度、加速度；J2、c2、τ2分别表示电机端的转动惯量、阻

尼系数和外界未知干扰力矩；F f为系统中的非线性

摩擦力矩；N为系统的减速比；K为系统的刚度系数；

u为系统的控制输入 .
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1.2 LuGre摩擦模型的改进

式（1）中的非线性摩擦力 F f由 LuGre摩擦模型

定义为［22］：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

F f = σ0 z + σ1 ż + σ2 q̇1

ż = q̇1 - || q̇1
g ( )q̇1 z

σ0g ( )q̇1 = Fc + ( )Fs - Fc e-( )q̇1
q̇s

2

（2）

式中：z为鬃毛的平均变形量；g ( q̇1 )为不同摩擦影

响；σ0为鬃毛刚度系数；σ1为鬃毛阻尼系数；σ2为黏

性摩擦系数；Fc为库伦摩擦力矩；Fs为静摩擦力矩；q̇s
为Stribeck速度 .

在 LuGre摩擦模型中，系数 σ0、σ1、σ2都是恒定

常数 .而在实际工况中，系数σ0与σ1分别表示传动

界面处于混合润滑状态时鬃毛接触刚度与相对滑动

时的阻尼系数，随着微凸体接触与油膜承担载荷的

比例改变而变化；σ2为油膜的黏性摩擦系数，相对运

动速度增大弹性流体动压效应的增加，以及温度变

化引起的润滑剂黏度改变，都将影响油膜的黏性摩

擦系数 .因此，为了更准确地反映减速器内部摩擦随

外界工况环境条件的变化，分别引入参数 φ和 ξ对
LuGre摩擦模型进行改进，具体如下：

F f = φ (σ0 z + σ1 ż ) + ξσ2 q̇1 （3）
式中：φ用来反应鬃毛平均变形量的变化；ξ用来反

应黏性摩擦系数的变化，且 0 < φmin < φ < φmax和 0 <
ξmin < ξ < ξmax.

将式（3）代入式（2）得：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

F f = φ ( )σ0 z + σ1 ż + ξσ2 q̇1

ż = q̇1 - || q̇1
g ( )q̇1 z

σ0g ( )q̇1 = Fc + ( )Fs - Fc e-( )q̇1
q̇s

2

（4）

式（4）中的参数均会随着外界温度、润滑条件等

因素的影响发生变化，因此假设实际的 LuGre摩擦

模型可表示为：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

F̄ f = φ ( )σ̄0 z + σ̄1 ż + ξσ̄2 q̇1

ż = q̇1 - || q̇1
g ( )q̇1 z

σ̄0g ( )q̇1 = F̄c + ( )F̄s - F̄c e-( )q̇1
q̇̄s

2

（5）

式中：σ̄0、σ̄1、σ̄2、F̄c、F̄s、q̇̄s、F̄ f 分别为 σ1、σ2、σ3、Fc、
Fs、q̇s、F f的实际值 .

由于参数的实际值很难获得，将其名义值表示

实际模型，式（1）改写为：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

J1 q̈1 + c1 q̇1 + F f( )q̇1 - K ( )q2 /N - q1 +
F̄ f( )q̇1 - F f( )q̇1 + τ1 = 0

J2 q̈2 + c2 q̇2 + ( )K/N ( )q2 /N - q1 + τ2 = u
（6）

定义系统状态变量 x1 = q1，x2 = q̇1，x3 = q2，x4 =
q̇2，构建系统状态方程为：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ẋ1 = x2
ẋ2 = 1J1

é
ë
êêêê

ù
û
úúúú-c1x2 - Ff( )x2 + K ( )x3

N - x1 - F̂ f - τ 1

ẋ3 = x4
ẋ4 = 1J2

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúu - c2x4 - KN ( )x3

N - x1 - τ2
y = x1

（7）

2 模糊自适应积分反步控制

2.1 模糊逻辑系统

为了补偿外界未知干扰力矩，采用单点模糊化、

乘积推理和中心去模糊化推导出模糊规则［23-25］，输
出的模糊系统可表示为：

y ( x) =
∑
j = 1

N

θj∏
i = 1

n

μF ji( )xi

∑
j = 1

N é

ë
êêêê

ù

û
úúúú∏

i = 1

n

μF ji( )xi
（8）

式中：θj为模糊隶属函数 μBj(θj)达到最大值的点，进

一步假设μBj(θj) = 1.

令：pj( x) =
∏
i = 1

n

μF ji( )xi
∑
j = 1

N

[ ]∏i = 1
n μF ji( )xi

（9）

ξ ( x) = [ ξ1( x)，ξ2( x)，…，ξ1( x) ] T （10）
则式（8）可以表示为：

y ( x) = θT ξ ( x) （11）
如果所有参数都取高斯函数，那么下面的引理

成立 .
引理［23］：设 f ( x)是定义在集合Ω上的连续函数，

则存在一个如式（11）所示的模糊逻辑系统，使得：

sup
x ∈ Ω

| f ( x) - y ( x) | ≤ δ （12）
式中：δ ( x)为逼近误差且满足| δ ( x) | < ε.

假设存在一个光滑有界函数 ρi(·)，满足 0 < | εi +
Di + 1 | ≤ ρi，i = 1，2，3.
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2.2 正切障碍函数

为了保证输出状态被约束在期望的区域内，本

文使用正切障碍函数 y tan ( y ).正切障碍函数具有以

下特点［25］：
0 ≤ y tan ( y ) ≤ +∞，∀y ∈ ( - π/2，π/2)
在进行Lyapunov分析时，正切障碍函数 y tan ( y )

满足：当 y → -π/2或 y → π/2时，y tan ( y ) → ∞.
2.3 双曲正弦函数跟踪微分器

为了避免控制器设计中的“微分爆炸”，引入了

基于双曲正弦函数的跟踪微分器，表示为［26］：
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

v̇1( )t = v2( )t
v̇2( )t = { R2 - l1 sinh[ ]λ1( )v1( )t - α ( )t -

l2 sinh ( )λ2 v2( )t /R }
（13）

式中：α ( t)表示输入信号；v1( t)、v2( t)表示跟踪微分器

的状态变量；R、l1、l2、λ1、λ2均为大于 0的设计参数 .
对于合适的设计参数R、l1、l2、λ1、λ2，当输入信号α ( t)
通过微分器时，如果有 v1( t) - α ( t) ≤ κ且 κ > 0，那
么存在正常数 lv2使得：

| v2( t) - α̇ ( t) | ≤ lv2 （14）
2.4 模糊自适应反步控制器设计

第 1步：给定连续可导的位移参考信号 x1 d，则有

误差变量 e1 = x1 - x1d，对 e1求导 .
ė1 = ẋ1 - ẋ1d = x2 - ẋ1d （15）
定义第1个正切障碍Lyapunov函数［20］：

V1 = VTB1 = e1 tan ( π2r1 e1 ) （16）
其中满足 e1 ∈ ( - r1，r1 )，r1表示设计参数 .

对V1求导：

V̇1 = ė1é
ë
ê
êê
êtan ( π2r1 e1 ) + π

2r1 e1 sec
2( π2r1 e1 )ùûúúúú =

( x2 - ẋ1d )M （17）
其中，M = tan ( π2r1 e1 ) + π

2r1 e1 sec
2( π2r1 e1 ).

为便于控制器设计，假定 x1d = α1，x4d = α4，即
αi，i = 1，2，3，4通过双曲正弦跟踪微分器［21］得到 α̇i：

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

v̇ i1 = vi2
v̇ i2 = R2i {-li1 sinh[ ]λi1( )vi1 - αi -

li2 sinh ( )λi2 vi2 /Ri }
（18）

式 中 ：Ri、li1、li2、λi1、λi2 都 为 正 数 设 计 常 数 ，

| vi2 - α̇i | ≤ lvi2.
得到虚拟控制量α2：
α2 = -k1M + v12 (k1 > 0) （19）

第2步：定义第2个误差变量 .
e2 = x2 - α2 （20）

将式（20）代入式（19），得

V̇1 ≤ -(k1 - 12 )M 2 + e2M + 12 lv12 2 （21）
定义第2个正切障碍Lyapunov函数：

V2 = V1 + 12 J1e22 +
1
2Γ1

ϑ͂21 + 12 φz͂2 +
1
2η1 φ͂

2 +
1
2η2 ξ͂

2 （22）
对ϑ1的估计值变量 ϑ͂1定义为：

ϑ͂1 = ϑ̂1 - ϑ1 （23）
对V2求导：

V̇2 = V̇1 + J1e2 ė2 + 1
Γ1
ϑ͂1 ϑ̇̂1 + φz͂ ( ż̂ - ż) + 1

η1
φ͂φ̇̂ +

1
η2
ξ͂ξ̇̂ ≤ -( )k1 - 12 M 2 + e2M + 12 lv12 2 +

J1e2
ì
í
î

1
J1

é
ë
êêêê - c1x2 - F f( x2 ) + K ( x3N - x1 ) - τ1ùûúúúú - α̇2üýþ +

1
Γ1
ϑ͂1 ϑ̇̂1 + φz͂ ( ż̂ - ż) + 1

η1
φ͂φ̇̂ + 1

η2
ξ͂ξ̇̂

（24）
式中：φ̂和 ξ̂分别为φ和 ξ的估计值，误差为

φ͂ = φ̂ - φ，ξ͂ = ξ̂ - ξ （25）
对于外界位置干扰力矩 τ1，根据式（11）使用模

糊神经网络［23-25］进行逼近，得

τ1 = θT1 ξ1 + δ 1 （26）
利用Young’s不等式，得

e2( - τ1 ) = e2( - θT1 ξ1 - δ1 ) ≤
1
2m21

e22ϑ1 ξ T1 ξ1 + 12 m21 + 12 e22 +
1
2 δ210

（27）

式中：ϑ1 =  θ1
2 = θT1θ1，它可以减少模糊神经网络

的权值数目，ϑ1为未知变量； ⋅ 为θ1的二范数，m1 > 0.
将式（27）代入式（24），得

V̇2 ≤ e2 [-c1x2 - F f( )x2 + K ( )x3
N - x1 + M +

1
2m2 ϑ1e2ξ T1 ξ1 + 12 e2 - J1 α̇2 ] -

(k1 - 12 )M 2 + 12 lv12 2 +
1
Γ1
ϑ͂1 ϑ̇̂1 + 12 m21 + 12 δ210 +

φz͂ ( ż̂ - ż) + 1
η1
φ͂φ̇̂ + 1

η2
ξ͂ξ̇̂

（28）
由于鬃毛的平均变形量 z不能直接测量，因此，

使用一个非线性状态观测器来估计 z的大小，即
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ż̂ = x2 - || x2
g ( )x2 ẑ - (σ0 - σ1

|| x2
g ( )x2 ) e2 （29）

摩擦力矩的估计值为：

F̂ f = φ̂ (σ0 ẑ + σ1 ż̂) + ξ̂σ2x2 （30）
式（29）和式（30）中 ẑ和 F̂ f分别为 z和 F f的估计

值，设 z͂ = ẑ - z为 z的估计误差 .
因此，得虚拟控制量 α3和自适应律 ϑ̇̂1、φ̇̂、ξ̇̂分

别为：

α3 = NK [ c1x2 + F̂ f( )x2 + Kx1 - M - 1
2m21

ϑ̂1e2 ξ T1 ξ1 -
1
2 e2 - k2e2 + J1 v22 ]

（31）
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

ϑ̇̂1 = 1
2m21

Γ1e22 ξ T1 ξ1 - c1ϑ̂1

φ̇̂ = -η1e2( )nẑ + σ1x2 - σ1ne2

ξ̇̂ = -η2e2σ2x2

（32）

其中，k2 > 0，c1 > 0，η1 > 0，η2 > 0.
第3步：定义第3个误差变量 .
e3 = x3 - α3 （33）

因为存在：

- c1
Γ1
ϑ̂1ϑ͂1 ≤ - c12Γ1

| ϑ͂1 |
2 + c12Γ1

|ϑ1 |
2

结合式（31）、式（32）和式（28）并利用 Young’s
不等式，得

V̇2 ≤ -(k1 - 12 )M 2 - (k2 - 12 ) e22 + KN e2e3 + 12 δ210 +
1
2 m21 - c12Γ1

| ϑ͂1 |
2 + c12Γ1

|ϑ1 |
2 + 12 l2v12 +

1
2 J1 2 l2v22 -

φhz͂2

（34）
式中：h ( x2 ) = |x2|/g ( x2 )；|h ( x2 )| ≤ H，H ≥ 0；n = σ0 -
σ1h.

定义第3个正切障碍Lyapunov函数：

V3 = V2 + 12 e23 （35）
对V3求导，得：

V̇3 = V̇2 + e3 ė3 ≤ e3( )x4 - α̇3 - ( )k1 - 12 M 2 -

(k2 - 12 ) e22 + KN e2e3 + 12 δ210 + 12 m21 - c12Γ1
|| ϑ͂1
2 +

c12Γ1
|ϑ1 |

2 + 12 l2v12 +
1
2 J1 2 l2v22 - φhz͂2

（36）
因此，得虚拟控制量α4为：

α4 = -k3e3 - KN e2 + v32 (k3 > 0) （37）

第4步：定义第4个误差变量 .
e4 = x4 - α4 （38）

得到：

V̇3 ≤ -(k1 - 12 )M 2 - (k2 - 12 ) e22 - (k3 - 12 ) e23 +
e3e4 + 12 δ210 +

1
2 m21 - c12Γ1

| ϑ͂1 |
2 + c12Γ1

|ϑ1 |
2 +

1
2 l2v12 +

1
2 J1 2 l2v22 +

1
2 l2v32 - φhz͂2

（39）
定义第4个正切障碍Lyapunov函数：

V4 = V3 + 12 J2e24 +
1
2Γ2

ϑ͂22 （40）
变量 ϑ͂2定义为：

ϑ͂2 = ϑ̂2 - ϑ2 （41）
对V4求导，得：

V̇4 = V̇3 + J2e4 ė4 + 1
Γ2
ϑ͂2 ϑ̇̂2 ≤

e4
é
ë
êêêêu - c2x4 - KN ( x3N - x1 ) - τ2 - J2 α̇4ùûúúúú -

(k1 - 12 )M 2 - (k2 - 12 ) e22 - (k3 - 12 ) e23 +
e3e4 + 1

Γ2
ϑ͂2 ϑ̇̂2 + 12 δ210 +

1
2 m21 - c12Γ1

| ϑ͂1 |
2 +

c12Γ1
|ϑ1 |

2 + 12 l2v12 +
1
2 J1 2 l2v22 +

1
2 l2v32 - φhz͂2

（42）
对于外界位置干扰力矩 τ2，根据式（11）使用模

糊神经网络［23-25］进行逼近，得

τ2 = θT2 ξ2 + δ2 （43）
利用Young’s不等式，得

e4( - τ2 ) = e4( - θT2 ξ2 - δ2 ) ≤
1
2m22

e24ϑ2ξ T2 ξ2 + 12 m22 + 12 e24 +
1
2 δ220

（44）

式中：ϑ2 =  θ2
2 = θT2θ2，它可以减少模糊神经网络的

权值数目，ϑ2为未知变量； ⋅ 为θ2的二范数，m2 > 0.
将式（44）代入式（42）得：

V̇4 ≤ e4 [ u - c2x4 - KN ( )x3
N - x1 +

1
2m22

e4ϑ2ξ T2 ξ2 +
e3 + 12 e4 - J2 α̇4 ] -

(k1 - 12 )M 2 - (k2 - 12 ) e22 - (k3 - 12 ) e23 + 1
Γ2
ϑ͂2 ϑ̇̂2 +

∑
i = 1

2 1
2 δ2i0 +∑i = 1

2 1
2 m2

i - c12Γ1
| ϑ͂1 |

2 + c12Γ1
|ϑ1 |

2 +
1
2 l2v12 +

1
2 J1 2 l2v22 +

1
2 l2v32 - φhz͂2 (45)
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得到控制输入u和自适应律 ϑ̇̂2：

u = c2x4 + KN ( x3N - x1 ) - 1
2m22

e4ϑ̂2 ξ T2 ξ2 - e3 -
1
2 e4 + J2 v42 - k4e4

（46）
ϑ̇̂2 = 1

2m22
Γ2e24 ξ T2 ξ2 - c2ϑ̂2 （47）

且存在：

- c2
Γ2
ϑ̂2ϑ͂2 ≤ - c22Γ2

| ϑ͂2 | + c22Γ2
|ϑ2 |

2

其中 k4 > 0，c2 > 0.
利用Young’s不等式，式（45）可化简为：

V̇4 ≤ -(k1 - 12 )M 2 - (k2 - 12 ) e22 - (k3 - 12 ) e23 -
(k4 - 12 ) e24 - c12Γ1

| ϑ͂1 |
2 + c12Γ1

|ϑ1 |
2 - c22Γ2

| ϑ͂2 |
2 +

c22Γ2
|ϑ2 |

2 +∑
i = 1

2 1
2 δ2i0 +∑i = 1

2 1
2 m2

i + 12 l2v12 +
1
2 J1 2 l2v22 +

1
2 l2v32 +

1
2 J2 2 l2v42 - φhz͂2

（48）

3 稳定性分析

对于任意给定的常数 p，定义紧集为：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
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Π1 = { }( )e1 ：2VTB1 ≤ 2p
Π2 = { }( )e1，e2，ϑ̂1 ：2VTB1 + e22 + 1

Γ1
ϑ͂21 ≤ 2p

Π3 =
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

( )e1，e2，e3，ϑ̂1 ：

2VTB1 +∑
i = 2

3
e2i + 1

Γ1
ϑ͂21 ≤ 2p

Π4 =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï

( )e1，e2，e3，e4，ϑ̂1，ϑ̂2 ：

2VTB1 +∑
i = 2

4
e2i +∑

i = 1

2 1
Γi
ϑ͂2
i ≤ 2p

（49）
如果初始状态满足Πi，r1(0) ∈ ( - r10，r10 )，其中

i = 1，2，3，4，那么，所提出的控制方案可以满足所有

不等式的成立 .
证明：

V̇ = -(k1 - 12 )M 2 - (k2 - 12 ) e22 - (k3 - 12 ) e23 -
(k4 - 12 ) e24 -∑i = 12 ci2Γi

| ϑ͂i |
2 - φhz͂2 + Ξ

（50）

即：

V̇ ≤ -βV + Ξ （51）
式中：

β = min
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï

2 ( )k1 - 12 ，2 ( )k2 - 12 ，2 ( )k3 - 12 ，

2 ( )k4 - 12 ，c1，c2，2H
> 0

（52）
Ξ =∑

i = 1

2 ci2Γi
|ϑi |

2 +∑
i = 1

2 1
2 δ2i0 +∑i = 1

2 1
2 m2

i + 12 l2v12 +
1
2 J1 2 l2v22 +

1
2 l2v32 +

1
2 J2 2 l2v42

令 β > Ξp，则当 V = p时，V̇ ≤ 0，所以 V ≤ p是不

变集，即∀t ≥ 0，若V (0) ≤ p，有V ( t) ≤ p.
求解式（51）可得：

0 ≤ V ( t) ≤ Ξβ + (V (0) - Ξβ ) e-βt (∀t ≥ 0)（53）
式（53）表面 V ( t)最终以

Ξ
β 为界，因此闭环系统

的所有误差 (ei，ϑ͂k，z͂)最终一致有界，并且通过调整

ki、ci、Γi的值，
Ξ
β 的值可以任意小，所以位置跟踪误

差 e1可以任意小 .

4 仿真分析

机器人关节模型参数如表 1所示［17］；LuGre摩擦

模型参数如表2所示［17］.
表1 机器人关节模型参数

Tab.1 Robot joint model parameters

参数

负载端转动惯量 J1/（kg·m2）
电机端转动惯量 J2/（kg·m2）
刚度系数K/（N·m·rad-1）

减速比N

负载端阻尼系数C1/（N·m·s·rad-1）
电机端阻尼系数C2/（N·m·s·rad-1）
负载端未知干扰力矩 τ1/（N·m）
电机端未知干扰力矩 τ2/（N·m）

数值

1.5×10-3
4.8×10-3
200
80
0.01
0.01
50
0.5

控制参数输出约束 r1 = 0.2，k1=20，k2=k3= k4=
50，λ2 = 0.01，λ3 = λ4 = 0.1；选取位移参考信号：

x1d = 1 - cos t.设置加载至负载端的外部未知干扰力

矩为 τ1 = 50 N ⋅ m，电机端的外部未知干扰力矩为

τ2 = 0.5 N ⋅ m，PID控制器参数：kp=80，ki=40，kd=1.
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表2 LuGre摩擦模型参数

Tab.2 LuGre friction model parameters

参数

鬃毛刚度系数σ0/（N·m·rad-1）
鬃毛阻尼系数σ1/（N·m·rad-1）
黏性摩擦系数σ2/（N·m·rad-1）

静摩擦力矩Fs/（N·m）
库伦摩擦力矩Fc/（N·m）
Stribeck速度 q̇st/（rad·s-1）

名义值

259
7
4.93
9.42
7.97
0.04

4.1 跟踪效果

图 1 为 在 输 出 约 束 下 FABC（Fuzzy Adaptive
Backstepping Control）、RBFDSC和 PID控制器对参考

轨迹的跟踪效果对比图 . 3种控制器均能对参考轨

迹实现一定精度的跟踪效果，从局部放大图中可以

看出FABC控制方法输出轨迹最接近参考轨迹 .
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0

-0.5

位
置
/rad

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FABCRBFDSCPID
参考轨迹

时间/s
图1 3种控制器的轨迹跟踪

Fig.1 Trajectory tracking of three controllers

图 2为 FABC、RBFDSC和 PID控制器与参考轨

迹的跟踪误差对比图 .从图 2可以看出，PID控制器

的轨迹跟踪误差在±0.2 rad以内，RBFDSC跟踪误差

在±0.05 rad之内，FABC在输出受限时的跟踪误差在

±0.015 rad之内 .可见，FABC控制方法可以显著提高

对给定信号的跟踪效果；当输出受限时，FABC最大

跟踪误差仅为PID的最大跟踪误差的 7.5%、RBFDSC
的3%，所以本文提出的FABC控制算法的精度更高 .
4.2 外界扰动与摩擦补偿效果分析

在减速器端和电机端施加外界扰动力矩分别

为：τ1 = 50 N ⋅ m，τ2 = 0.5 N ⋅ m.模糊神经网络自适

应律的参数为：Γ1 = Γ2 = 0.01，c1 = c2 = 5.自适应改

进系数φ、ξ的参数：η1 = 0.008，η2 = 3.20.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0

-0.1
-0.2
-0.3
-0.4
-0.5

跟
踪

误
差
/rad

FABCRBFDSCPID
输出限制边界

时间/s
图2 3种控制器的轨迹跟踪误差

Fig.2 Trajectory tracking error of three controllers

图 3为神经网络对负载端的外部未知干扰力矩

为 τ1 = 50 N·m的补偿情况，图 4为神经网络对电机

端的外部未知干扰力矩为 τ2 = 0.5 N·m的补偿情况 .
由图 3和图 4可知，在施加外界力矩扰动后，模糊神

经网络 1（Fuzzy Radial Basis Function1，FRBF1）和模

糊神经网络 2（Fuzzy Radial Basis Function2，FRBF2）
都可以迅速响应并以较小的误差跟踪期望轨迹 .图
5为实际摩擦力的补偿效果，通过在LuGre模型中引

入参数φ、ξ并采用自适应方法实现了对非线性摩擦

力的准确跟踪 .图 6给出了摩擦力的跟踪误差值 .可
知，对改进后的 LuGre模型可以较好地进行自适应

摩擦补偿，摩擦力误差控制在-0.7 ~ 0.4 N之内 . 综
上，所提出的自适应控制器对外界扰动力矩与实际

摩擦力都有非常好的补偿效果且具有较强的鲁

棒性 .
60
50
40
30
20
10
0

FR
BF
1

0 5 10 15 20

FRBF1τ1

时间/s
图3 FRBF1对 τ1逼近

Fig.3 Approximation of FRBF1 to τ1
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FRBF2τ2
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图4 FRBF2对 τ2逼近

Fig.4 Approximation of FRBF2 to τ2
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图5 改进后LuGre模型对摩擦力补偿效果图

Fig.5 Compensation effect of modified
LuGre model on friction force
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摩擦力误差
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图6 摩擦力误差变化

Fig.6 Error variation of friction force

4.3 LuGre摩擦模型参数变化下的仿真分析

为了更好地验证本文提出的自适应控制算法的

鲁棒性，接下来分析控制算法对变参数 LuGre模型

的跟踪效果，LuGre摩擦模型参数取值如表3所示 .

表3 LuGre摩擦模型动态参数

Tab.3 LuGre friction model dynamic parameters

参数

σ0/（N·m·rad-1）
σ1/（N·m·rad-1）
σ2/（N·m·rad-1）
Fs/（N·m）
Fc/（N·m）
q̇st/（rad·s-1）

名义值

259
7
4.93
9.42
7.97
0.04

实际值

259［1+0.5sin（0.2t）］
7［1+0.5sin（0.2t）］
4.93［1+0.5sin（0.2t）］
9.42［1+0.5sin（0.2t）］
7.97［1+0.5sin（0.2t）］
0.04［1+0.5sin（0.2t）］

图 7和图 8分别为摩擦模型参数变化下的控制

器对参考信号的轨迹跟踪情况以及轨迹跟踪误差 .
在参数变化的情况下，该方法仍可以有效跟踪给定

轨迹，且跟踪误差被控制在±0.2 × 10-3 rad之内 . 由
此可知，提出的控制器具有较高的鲁棒性，可以精确

地对参考轨迹进行跟踪 .
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0
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位
置
/rad

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

FABC
参考轨迹
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图7 动态参数变化下的控制器跟踪轨迹

Fig.7 Trajectory tracking of controller
under dynamic parameters variation
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图8 动态参数变化下的轨迹跟踪误差

Fig.8 Trajectory tracking error
under dynamic parameters variation
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图 9和图 10为动态参数变化后，改进系数 φ、ξ
自适应下的摩擦补偿效果以及其摩擦力补偿误差 .
由图 9可知，在 LuGre模型参数动态变化时，所提出

的改进系数自适应方法仍可较为精确地对实际摩擦

力进行摩擦补偿，且误差控制在 -0.8 ~ 0.6 N之内 .
由此证明了本文所提出的控制器可以实现精确控

制，且具有较强的鲁棒性 .
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图9 动态参数变化下的自适应摩擦力补偿效果图

Fig.9 Adaptive friction compensation
effect under dynamic parameters variation
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图10 动态参数变化下的摩擦力误差

Fig.10 Friction force error of
dynamic parameters variation

5 结 论

针对机器人关节，提出了一种基于摩擦补偿的

模糊自适应反步控制方法，以实现对给定参考信号

在非线性摩擦和外界未知力矩的干扰环境的精确稳

定跟踪控制 .通过引入鬃毛平均变形量φ，黏性摩擦

系数变化量 ξ改进了LuGre摩擦模型，设计了带摩擦

补偿的模糊自适应反步控制器，减小了非线性摩擦

和外界未知干扰力矩的影响并验证了在动态摩擦参

数变化下，所提出的自适应摩擦补偿方法仍可对摩

擦力准确跟踪，误差控制在-0.8 ~ 0.6 N之内 .在
MATLAB/Simulink环境下进行仿真实验，验证了所

提出控制方法的有效性 . 结果表明：与传统 PID和

RBFDSC控制相比，本研究提出的FBAC控制方法对

摩擦参数变化和外界未知干扰力矩具有较强的鲁棒

性，可以有效提高系统的位置跟踪精度，跟踪误差分

别提高了近7.5%和3%.
在未来研究中可以考虑关节减速器迟滞、非线

性刚度等因素的影响，实现对动力学模型的进一步

优化，设计出具有更高精度的控制器 .
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