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带悬臂板单箱双室薄壁箱梁畸变效应分析

魏彦红 ，张元海 †，周福成 ，刘泽翔 
（兰州交通大学 土木工程学院，甘肃 兰州 730070）

摘 要：为研究带悬臂板单箱双室薄壁箱梁的畸变效应，基于板梁框架法建立了畸变控制

微分方程，给出竖向偏心集中荷载作用下该方程的初参数解，同时还导出了带悬臂板单箱双

室截面箱梁畸变框架惯性矩的具体解析式 . 利用解析理论对悬臂梁和简支梁算例进行分析，

研究结果表明：解析解与已有文献和有限元计算结果均吻合良好，验证了解析理论的正确性；

通过参数分析可知，中腹板厚度越大，双室箱梁的抗畸变变形能力越强，中腹板厚度的变化对

边腹板横向弯矩的影响很小，但中腹板的横向弯矩随其板厚的增大而增大，当中腹板厚度与

边腹板厚度相等时，中腹板的横向弯矩可近似等于边腹板横向弯矩的2倍 .
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Analysis on Distortion Effect of Single-box Twin-cell Thin-walled Box  
Girders with Cantilever Plates

WEI Yanhong，ZHANG Yuanhai†，ZHOU Fucheng，LUI Zexiang
（School of Civil Engineering， Lanzhou Jiaotong University， Lanzhou 730070， China）

Abstract：To study the distortion effect of single-box twin-cell thin-walled box girders with cantilever plates， 
the distortion differential equation was established based on the plate-beam frame method， and the initial parametric 
solution of the equation under vertical eccentric concentrated load was derived. The concrete analytical formula of the 
distortion frame moment of inertia of single-box twin-cell box girder with cantilever plates was also presented. The 
analysis on the cantilever box girder and simply supported box girders examples was performed using analytical 
theory. The results show that the analytical solution is in good agreement with the results from existing literature and 
finite element analysis， which verifies the correctness of the analytical theory. Through the parameter analysis， it can 
be seen that the greater the thickness of the middle web， the stronger the ability of the twin-cell box girder to resist 
distortion. The transverse bending moment of the external webs is little influenced by the variation of thickness of the 
middle web， but the transverse bending moment of the middle web increases with the increase of its thickness. When 
the thickness of the middle web is equal to that of the external webs， the transverse bending moment of the middle 
web is approximately twice that of the external webs.
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tion frame moment of inertia；initial parameter method

单箱双室箱梁的横截面宽度较大，能满足布置

多个车道的要求，可以避免交通拥堵，保证行车安

全，故在建设交通量较大的公路和城市道路桥梁时，

双室箱梁被广泛使用 .国内外学者已对双室或多室

箱梁的剪力滞效应［1］、横向变形［2-3］、扭转［4-6］和畸变

效应［7-16］作了大量研究 .显然，与双室箱梁在偏载作

用下产生的其他力学响应相比，畸变效应更为复杂 .
郭金琼等［7］基于板梁框架法，提出双轴对称双室箱

梁畸变分析的解析法，但其给出的畸变翘曲刚度和

畸变框架刚度的表达式存疑，有待进一步验证 .Drit⁃
sos［8］考虑偏载横向作用位置的影响，提出了双室梯

形截面箱梁畸变效应分析的解析法，指出一般将顶

板上偏载等效为边腹板与顶板交点处反对称荷载的

做法会使畸变角的计算值偏小 .Razaqpur等［9］通过定

义线性无关的剪力滞变形模式和线性无关的畸变模

式，提出了分析多室箱梁空间力学效应的一维梁段

有限元法 .Park 等［10］将单室箱梁偏载的分解方法推

广至双室箱梁，使双室箱梁在偏载作用下的整体力

学响应被分解成竖向挠曲、扭转和畸变变形 .在此基

础上，Park等［11］提出了分析多室箱梁挠曲、扭转和畸

变效应的梁单元，但其在推导畸变框架刚度时，仅考

虑了转角对杆端弯矩的影响，忽略了线位移的影响 .
马磊等［12］和邓文琴等［13］通过理论与试验相结合，分

别对单箱双室和三室箱梁的约束扭转和畸变效应作

了研究，但文献［12］仅给出了用横向弯矩表示的畸

变框架刚度表达式，文献［13］未给出具体的畸变框

架刚度计算公式 .Li等［14］考虑二次畸变矩的影响，引

入附加畸变角，将畸变广义翘曲位移函数定义为总

畸变角与附加畸变角差值的一阶导数，提出分析多

室箱梁畸变效应的梁段有限元法，但其在计算横向

框架刚度时仍引用了 Park的方法，忽略了线位移的

影响 .王兆南等［15］分别研究了正对称和反对称畸变

荷载引起的双室箱梁的畸变效应，但其在推导畸变

框架刚度时忽略了转角对杆端弯矩的影响，仅考虑

了线位移的影响 .
综上所述，国内外学者已针对单箱双室箱梁的

畸变效应进行了大量研究，但在畸变框架刚度的计

算方面仍需进一步研究 .因此，本文类比单箱单室箱

梁畸变分析的板梁框架法，同时考虑杆端转角和线

位移的影响，导出了带悬臂板单箱双室箱梁畸变框

架惯性矩的数学表达式，并建立了畸变控制微分方

程，给出了偏心集中荷载作用下方程的初参数解，通

过两个数值算例验证了本文理论的正确性 .

1   畸变荷载和畸变位移

沿箱梁轴向截取的单位长度梁段如图 1 所示 .
其顶（底）板宽度、上悬臂翼缘板宽度和梁高分别为

2b、a和h，上翼缘板、底板、边腹板和中腹板的厚度分

别为 ts、tx、tb和 tz.p为偏心荷载集度，偏心距为 e，p对
扭转中心产生的扭矩荷载为mt=p·e.

1.1   畸变荷载

偏心荷载 p可被分解成挠曲、次畸变和反对称荷

载 .反对称荷载又可转化为自由扭转和主畸变荷载，

如图2所示［10-11］.
1.2   畸变位移

由文献［11］可知次畸变荷载产生的翘曲正应力

仅为主畸变荷载的 5%左右，因此本文仅考虑主畸变

荷载引起的畸变变形 .如图 3所示，uA、uK、uB、uD、uF和
uC分别为点A、K、B、D、F和C的水平位移大小，vA、vB、
vD和 vC分别为点A、B、D和C的竖向位移大小 .忽略各

板件的微弯曲和横向挤压影响，可知 uA=uK=uB，uD=     
uF=uC，同时考虑反对称性，可得，vA=vB=vD=vC=Δv.γ1为

左侧边腹板的畸变位移，γ21和 γ22分别为顶板和底板

畸变位移 . 整个截面的畸变位移可以用畸变角 γ来
描述，即：

图1   双室箱梁横截面及荷载

Fig.1   Cross section of twin-cell box girder and load
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γ = γ1 + γ21 + γ222 = 2 Δu
h + Δv

b （1）
式中：Δu=（uA+uD）/2.

2   畸变控制微分方程的建立及求解

2.1   各板件面内力系分析

如图 4 所示，将长度为 dz的梁段离散成相互独

立的板件，各板件均可视作处于静力平衡状态的板

梁 .假设各板梁在自身板面内的挠曲变形满足平截

面假定，弯曲正应力沿板梁高度方向线性分布，沿厚

度方向为常数 .psdz、pxdz和 pbdz分别为顶板、底板和

边腹板上的畸变荷载，qAx、qKx和 qBx分别为腹板对顶

板的水平反力，Ts为腹板对顶板的纵向反力，Ms和Qs
分别为顶板的弯矩和剪力；qDx、qFx和 qCx分别为腹板

对底板的水平反力，Tx为腹板对底板的纵向反力，Mx
和Qx分别为底板的弯矩和剪力；qAy和 qDy分别为顶板

和底板对腹板的竖向反力，Mb和Qb分别为腹板的弯

矩和剪力 .
由畸变翘曲正应力自平衡条件可得，A点的畸变

翘曲正应力σdA与D点的畸变翘曲正应力σdD之比的

绝对值 ξ为：

ξ = 3htb + 2κxbtx3htb + 2κsbts
（2）

式中：κs=（1+a/b）3；κx=1.
根据各板梁面内力系平衡可得［7］：

E
4 ( )1 + ξ b2 Ib + h2( )ξIs + Ix

8 ( )1 + ξ b γ″″ + 

       ( )hqsx4b + hqxx4b + qby = pe
2b （3）

式中：E为弹性模量；Ib、Is和 Ix分别为边腹板、上翼缘

板和底板的纵向抗弯惯性矩；qsx=qAx+qKx+qBx为腹板对

顶板的总水平约束反力；qxx=qDx+qFx+qCx为腹板对底板

的总水平约束反力；qby=qAy+qDy为顶板和底板对边腹

板的竖向约束反力之和 .
2.2   各板件面外力系分析

箱梁的悬臂翼缘板对抵抗横向变形不起作用，

故分析横向变形时，可忽略悬臂翼缘板 .各板件的面

外力系如图 5 所示，图中 m为各板件的杆端弯矩，     
θ为杆端转角 .

图2   偏心荷载分解

Fig.2   Decomposition of eccentric load 图4   各板件面内力系

Fig.4   In-plane force system of each plate

图5   各板件面外力系

Fig.5   Out-of-plane force system of each plate
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图3   双室箱梁畸变变形

Fig.3   Distortion deformation of twin-cell box girder
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由各板件的面外力系平衡关系可得，式（3）等号

左端第二项 I2可表示为横向弯矩的表达式：

I2 = - 2 ( )mAD + mDA + mKF + mFK

b （4）
由各板件的转角位移方程可得：

mAK = 4isθA + 2isθK + 6is Δv
b （5）

mKA = 2isθA + 4isθK + 6is Δv
b （6）

mAD = 4ibθA + 2ibθD - 12ib Δu
h （7）

mDA = 2ibθA + 4ibθD - 12ib Δu
h （8）

mDF = 4ixθD + 2ixθF + 6ix Δv
b （9）

mFD = 2ixθD + 4ixθF + 6ix Δv
b （10）

mKF = 4izθK + 2izθF - 12iz Δu
h （11）

mFK = 2izθK + 4izθF - 12iz Δu
h （12）

式中：is=Et3s/［12（1-μ2）b］，其中 μ为泊松比；ix=E×      
t3x/［12（1-μ2）b］；ib=Et3b/［12（1-μ2）h］；iz=Et3z/［12（1-
μ2）h］.

由各角点的弯矩平衡可得：

2 ( )is + ib θA + ibθD + isθK + 3is Δv
h - 6ib Δu

h = 0
（13）

ibθA + 2 ( )ix + ib θD + ixθF + 3ix Δv
b - 6ib Δu

h = 0
（14）

isθA + ( )2is + iz θK + iz2 θF + 3is Δv
b - 3iz Δu

h = 0
（15）

ixθD + iz2 θK + ( )2ix + iz θF + 3ix Δv
b - 3iz Δu

h = 0
（16）

联立求解方程（13）~（16）可得：

θA = {[α ( )α - 3isixiz - 2isibiz + ixibiz + 
3βix ]( )α - isiz( )3ix + ib 2Δv/h -                    

} isix[ ]α ( )4is - 2ix + 3iz + 3βix( )2is + 3iz Δu/b /

           [ ]α2 + 2αβ ( )is + ix + 3β2isix （17）
式中：α=2［isix（2ib+iz）+ibiz（is+ix）］；β=2isix-ibiz.

θD = {[α ( )α - 3isixiz - 2ixibiz + isibiz + 

]3βis( )α - ixiz( )3is + ib 2Δu/h -              
}isix[ ]α ( )4ix - 2is + 3iz + 3βis( )2ix + 3iz Δv/b /

         [ ]α2 + 2αβ ( )is + ix + 3β2isix （18）
θK = {[α ( )α - 6isixib - 2isibiz + ixibiz + 
         3βix ]( )α - isib( )6ix + iz 2Δu/h - 

}    2isix[ ]α ( )2is - ix + 3ib + 3βix( )is + 3ib Δv/b / 
            [ ]α2 + 2αβ ( )is + ix + 3β2isix （19）
θF = {[α ( )α - 6isixib - 2ixibiz + isibiz + 
         3βis ]( )α - ixib( )6is + iz 2Δu/h - 

}2isix[α ( )2ix - is + 3ib + ]3βis( )ix + 3ib Δv/b /
             [ ]α2 + 2αβ ( )is + ix + 3β2isix （20）
将式（17）、式（18）和式（1）代入式（7）和式（8）可

得：

mAD = -6EI tbK1γ （21）
式中：K1 = α ( )2is + 3iz + 3β ( )2isix + isiz + 2ixiz

h[ ]α2 + 2αβ ( )is + ix + 3β2isix / ( )isix
；Itb=t3b/

［12（1-μ2）］为边腹板的单宽横向抗弯惯性矩 .
mDA = -6EI tbK2γ （22）

式中：K2 = α ( )2ix + 3iz + 3β ( )2isix + 2isiz + ixiz
h[ ]α2 + 2αβ ( )is + ix + 3β2isix / ( )isix

.
将式（19）、式（20）和式（1）代入式（11）、式（12）

可得：

mKF = -12EI tzK3γ （23）
式中：K3 = α ( )is + 3ib + 3β ( )isix + isib + 2ixib

h[ ]α2 + 2αβ ( )is + ix + 3β2isix / ( )isix
；Itz=t3z/

［12（1-μ2）］为中腹板的单宽横向抗弯惯性矩 .
mFK = -12EI tzK4γ （24）

式中：K4 = α ( )ix + 3ib + 3β ( )isix + 2isib + ixib
h[ ]α2 + 2αβ ( )is + ix + 3β2isix / ( )isix

.
2.3   微分方程及其解

将式（21）~式（24）代入式（4）可得：

I2 = EKdγ/b （25）
式中：Kd为单箱双室箱梁的畸变框架惯性矩，且：

Kd = 12[ (K1 + K2 )I tb + (K3 + K4 )I tz ] （26）
定义畸变翘曲惯性矩 Idw：
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Idw = 4b2( )1 + ξ Ib + h2( )ξIs + Ix
8 ( )1 + ξ （27）

值得指出的是，目前尚未见有文献在推导畸变

框架惯性矩时同时考虑转角和线位移对杆端弯矩的

影响 .本文同时考虑转角和线位移对杆端弯矩的影

响，导出了带悬臂板双室箱梁畸变框架惯性矩的计

算公式 .若取不带悬臂板的双轴对称单箱双室截面，

即令本文中的 a=0，ts=tx，则本文的式（26）、式（27）将

分别退化为文献［7］中畸变框架惯性矩和畸变翘曲

惯性矩计算公式的2倍，表明文献［7］中的公式有误 .
将式（25）和式（27）代入式（3），可得关于畸变角

γ的四阶微分方程：

γ″″ + 4λ4γ = md
EIdw

（28）
式中：λ = Kd / ( )4Idw

4
为畸变特征系数；md=mt/2为畸

变矩荷载 .
根据弹性地基梁比拟法，定义畸变双力矩Bd和

畸变矩Md：

Bd = -EIdwγ″ （29）
Md = -EIdwγ″′ （30）
γ0、γ'0、Bd0和Md0分别为箱梁起始截面的畸变角、

畸变翘曲、畸变双力矩和畸变矩 .令式（28）等号右端

项为0，可得用初参数表示的齐次方程通解：

γh( )z = γ0φ1( )λz + γ'0 φ2( )λz
λ

- Bd0
φ3( )λz
λ2EIdw

- 
               Md0

φ4( )λz
λ3EIdw

（31）
γ'h( )z = -4γ0 λφ4( )λz + γ'0φ1( )λz - Bd0

φ2( )λz
λEIdw

- 
               Md0

φ3( )λz
λ2EIdw

（32）
Bdh( )z = 4γ0 λ2EIdwφ3( )λz + 4γ'0 λEIdwφ4( )λz + 
                 Bd0φ1( )λz + Md0

φ2( )λz
λ

 （33）
Mdh( )z = 4γ0 λ3EIdwφ2( )λz + 4γ'0 λ2EIdwφ3( )λz - 
                  4λBd0φ4( )λz + Md0φ1( )λz  （34）

式中：φ1( )λz = cos λz cosh λz；
  φ2( )λz = 1

2 ( )sin λz cosh λz + cos λz sinh λz ；

  φ3( )λz = 1
2 sin λz sinh λz；

  φ4( )λz = 1
4 ( )sin λz cosh λz - cos λz sinh λz . 

若式（28）等号右端项不为 0，即在桥梁上作用集

中畸变矩荷载 M͂d，至箱梁起始端的距离为 zd，方程的

通解可表达为：

γ ( )z = γh ( z ) + 







zd

M͂d
λ3EIdw

φ4[ ]λ ( )z - zd （35）

式中：



zd
表示 z大于或等于 zd时，才计入此项 .

γ' ( z ) = γ'h ( z ) + 







zd

M͂d
λ2EIdw

φ3[ λ ( z - zd ) ] （36）

Bd ( z ) = Bdh ( z ) - 







zd

M͂d
λ
φ2 [ λ ( z - zd ) ] （37）

Md ( z ) = Mdh ( z ) - 






zd

M͂dφ1 [ λ ( z - zd ) ] （38）

3   数值算例及参数分析

3.1   数值算例验证

算例 1  取文献［16］算例一中的双轴对称双室悬

臂梁，桥梁跨度为 200 mm，高度为 10 mm，各箱室的

宽度为 10 mm，各板件厚度为 1 mm.弹性模量为 2.0×
105 N/mm2，泊松比 μ=0.3. 在悬臂梁自由端施加一对

等值反向的集中力 1×10-3 N，其合成扭矩的力矢与自

由端截面外法线方向一致 .悬臂梁的边界条件为，固

定端为 γ=γ'=0，自由端为 Bd=Md=0 （γ''=γ'''=0）. 将
边界条件代入式（35）～式（38），可得：

γ0 = γ'0 = 0 （39）
Md0 = φ1 (λl ) M͂d

φ21 (λl ) + 4φ2 (λl )φ4 (λl ) （40）
式中：l为桥梁跨度 .

Bd0 = - φ2 (λl ) M͂d
λ[ ]φ21 (λl ) + 4φ2 (λl )φ4 (λl ) （41）

箱梁的 Idw=1.25×104 mm6，Kd=0.18 mm2，畸变矩

荷载 M͂d=0.01 N·mm.将本文方法和文献［16］计算的 z
=175 mm处各板上表面的横向弯曲正应力示于图 6.
图中方括号中的数据为本文解，不带括号的数据为

文献［16］的解 .由图可知本文方法计算的横向弯曲

正应力与文献［16］给出的结果吻合良好，相对误差

不超过5%.
算例 2  取跨径 30 m的单箱双室箱梁，箱梁两端

设 0.3 m 厚的横隔板，截面尺寸如图 7 所示 . 材料的

弹性模量E=3.45×107 kPa，泊松比μ=0.2.集中荷载P=
200 kN，施加在距离梁端 15 m处横截面的A点上 .简
支梁的边界条件为，两支座截面的γ=0，Bd=0（γ''=0）.
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将边界条件代入式（35）～式（38），可得：

γ0 = Bd0 = 0 （42）
γ'0 = φ4 (λl )φ2 ( λl 2 ) - φ2 (λl )φ4 ( λl 2 )

λ2EIdw[ ]φ22 (λl ) + 4φ24 (λl ) M͂d

（43）
Md0 = φ2 (λl )φ2 ( λl 2 ) + 4φ4 (λl )φ4 ( λl 2 )

φ22 (λl ) + 4φ24 (λl ) M͂d

（44）
箱梁的 Idw=74.713 9 m6，Kd=0.012 4 m2，畸变矩荷

载 M͂d=550 kN·m.

为验证本文理论的计算结果，用有限元软件

ANSYS19.1 对箱梁算例进行了数值模拟，单元类型

为 shell181，采用映射网格划分方式将每个单元划分

成四边形，共划分了 28 831个单元和 28 805个节点 .
畸变矩荷载以剪力流的形式施加在跨中截面，大小

为 16.67 kN/m，顶板上从 A点流向 B点，底板从 C点

流向D点，左腹板从 A点流向D点，右腹板从C点流

向B点 .在有限元模型 z=0 m处横截面的D点约束 x、

y、z三个方向的线位移，C点约束 y和 z方向的线位

移；在 z=30 m处横截面的D点约束 x和 y方向的线位

移，C点约束 y方向的线位移 .此外，在两个支点截面

按实际尺寸和材料特性设 0.3 m厚的横隔板，这样施

加的边界约束更接近实际工程中桥梁的约束情况 .
用解析法和有限元计算的 z=14 m处横截面的纵

向翘曲正应力如图 8所示，单位宽度横向弯矩如图 9
所示，横向弯矩均画在各板件的受拉侧 . 由图 8 和   

图 9 可知，用解析法计算的纵向翘曲正应力和单位

宽度横向弯矩均与有限元数值模拟结果吻合良好，

验证了本文理论的可靠性 .

3.2   参数分析

为研究中腹板厚度对箱梁畸变效应的影响，保

证算例 2 箱梁的其他参数不变，仅使中腹板厚度从    
0 m以0.05 m为步长增加到0.4 m.

z=7 m和 14 m处横截面的畸变角随中腹板厚度

的变化曲线如图 10所示，由图可知随着中腹板厚度

的增大，畸变角有明显的减小趋势 . 以 14 m 位置横

截面为例，中腹板厚为 0.4 m时的畸变角相对中腹板

厚为0 m时减小了39.36%.

z=7 m 和 14 m 处横截面上 A、D两点的翘曲正应

力随中腹板厚度的变化曲线如图 11所示 .由图可得

随着中腹板厚度的增大，两截面上 A、D两点的翘曲

正应力的绝对值均减小 . 以 14 m 位置横截面为例，

图9   单位板宽横向弯矩 （单位：kN·m/m）

Fig.9   Transverse bending moment in plate per width 
（unit：kN·m/m）

图6   横向弯曲正应力 （单位：Pa）
Fig. 6   Transverse bending normal stress （unit：Pa）

图8   翘曲正应力（单位：kPa）
Fig.8   Warping normal stress （unit：kPa）

图7   箱梁尺寸及荷载（单位：m）

Fig.7   Dimension of the box girder and load （unit：m）

图10   畸变角随 tz/tb变化曲线

Fig.10   Variation of distortion angle with tz/tb
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中腹板厚度为 0.4 m时，A、D两点的畸变翘曲正应力

相对腹板厚度为0 m时均减小了33.05%.

z=14 m处横截面边腹板A、D点和中腹板K、F点

的单位宽度横向弯矩随中腹板厚度的变化曲线如 
图 12 所示 .由图可得中腹板厚度的变化对边腹板 A

和D点的横向弯矩影响并不明显，但中腹板K和F点

的横向弯矩随中腹板厚度的增大而增大 .当中腹板

厚度约等于边腹板厚度的一半时，边腹板 A和D点

的横向弯矩分别与中腹板K和F点的横向弯矩趋于

相等；当中腹板和边腹板等厚度时，中腹板K和F点

的横向弯矩分别近似等于边腹板 A和D点横向弯矩

的2倍 .

4   结 论

1） 利用板梁框架法建立了带悬臂板单箱双室

箱梁畸变效应分析的解析理论，通过数值算例分析

可知，本文的解析解与已有文献的计算结果和数值

模拟结果均吻合良好，验证了本文方法的可靠性 .
2） 同时考虑转角和线位移对杆端弯矩的影响，

给出了更合理的带悬臂板单箱双室箱梁畸变框架惯

性矩的计算公式，当悬臂板宽度为零，且顶板和底板

厚度相等时，本文中畸变翘曲惯性矩和畸变框架惯

性矩的计算公式可退化为已有文献中相应公式的 2
倍，表明已有文献的计算公式有误 .

3） 单箱双室箱梁的中腹板对抵抗畸变起重要

作用，其厚度越大，抵抗畸变的能力越强 .中腹板厚

度变化对边腹板横向弯矩的影响很小，但中腹板的

横向弯矩随自身板厚的增大而增大，当中腹板与边

腹板等厚度时，中腹板的横向弯矩可达边腹板横向

弯矩的2倍 .
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